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Abstract

There are many measures of variation for nominal data, but they are little known, when this type of data is
common in health and social science research. Among these measures, the Gibbs-Poston’s qualitative variation index
(QVI), the Freeman’s variation ratio (VR), the Wilcox’s variation ratio from the mode (VRMod), the Shannon’s relative
entropy (ERel), and the Kvalseth’s standard deviation from the mode (SDM) stand out. The objective of this article is to
propose a modification of the variation ratio that overcomes the limitation to unimodal distributions of Freeman and
Wilcox formulas; also describe the behavior pattern of the six indices. This new index is named the universal variation
ratio (UVR), since it is valid for any type of distribution with qualitative data. It is observed that RV, UVR, RVMod and
DEM quickly approach 0 when there is a very defined mode with proximity to the distribution of a constant random
variable. On the contrary, ERel and QVI quickly approach 1 when there are multiple modes or proximity to a uniform
distribution with a unique mode. It is concluded that, among six indices, SDM and UVR are the best measures.

Keywords: qualitative variation, nominal scale of measurement, qualitative variable, variability measures, de-
scriptive statistics.

Resumo

Existem muitas medidas de variagdo para dados nominais, mas sao pouco conhecidas, quando este tipo de
dados é comum em pesquisas em satde e ciéncias sociais. Entre essas medidas, o indice de variagao qualitativa de
Gibbs-Poston (IVQ), a razao de variacao de Freeman (VR), a razdo de variagio da moda de Wilcox (RVMod), a entropia
relativa de Shannon (ERel) e o desvio padrao da moda de Kvalseth (DPM) se destacam. O objetivo deste artigo ¢ pro-
por uma modificacao da razao de variagao que supere a limitagao a distribuigdes unimodais das férmulas de Freeman
e Wilcox; também descreve o padrao de comportamento dos seis indices. Esse novo indice é denominado razao de
variacao universal (RVU), pois ¢ vélido para qualquer tipo de distribuigao com dados qualitativos. Observa-se que RV,
RVU, RVMod e DPM rapidamente se aproximam de 0 quando existe um modo muito definido com proximidade da
distribuigao de uma variavel aleatéria constante. Pelo contrario, ERel e IVQ rapidamente se aproximam de 1 quando ha
varios modos ou proximidade de uma distribui¢ao uniforme com uma moda tnica. Conclui-se que, entre seis indices,
DPM e RVU sao as melhores medidas.

Palavras-chave: variagao qualitativa, escala nominal de medida, varidvel qualitativa, medidas de variabilidade,

estatistica descritiva.

Introduccion

Medidas de variacion
para datos en escala nominal

Las escalas de medicién nominales que constitu-
yen sistemas de clasificacion de los elementos de una po-
blacién son muy frecuentes en la investigacién en cien-
cias sociales y de la salud (Allanson & Notar, 2020), entre
las que se encuentra la psicologia (Guyon, Kop, Juhel,
& Falissard, 2018). Para su descripcién se tienen las ta-
blas de frecuencias y diversos graficos, como el diagrama
de barras y la grifica de sectores (Pallant, 2020). A su
vez, esta bien establecido que la moda es la medida de

tendencia central adecuada para estas variables (Aspers

& Corte, 2019). Cabe preguntarse si existen estadisticos
descriptivos para medir la variabilidad de los datos cua-
litativos.

La respuesta es si, aunque en algunas aulas de psi-
cologia se puede escuchar por parte del docente que no.
De hecho, se han definido muchas medidas de variacién
para variables cualitativas (Agresti & Agresti, 1978; Kval-
seth, 2011; Wilcox, 1973) y aun asi son poco conocidas,
usadas y estudiadas. Tal es el caso que, en muchos manua-
les de estadistica basica o aplicada, no se las menciona, y
los paquetes estadisticos no las incluyen (Agresti, 2019;
Mangiafico, 2016; Zaiontz, 2022; Venables, Smith, & the
R Core Team, 2021). No obstante, cabe sefialar que su

desarrollo es relativamente reciente. Parten de mediados
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del siglo XX con la publicacién del articulo del matema-
tico estadounidense Claude Elwood Shannon (1916-
2001) sobre la teorfa matemética de la comunicacién,
proliferan durante las décadas de 1960y 1970 (Agresti &
Agresti, 1978) y, en la actualidad, se siguen desarrollando
(Evren & Erhan, 2017; Weiss, 2019). Dentro de las cien-
cias sociales, se usan sobre todo en sociologia y economia
politica (Weiss, 2019; Wilcox, 1973).

Entre estas medidas, se pueden destacar el indice
de variacién cualitativa (IVC) de Gibbs y Poston (1975),
la raz6n de variacién (RV) de Freeman (1965), la razén
de variacién de la moda (RVMod) de Wilcox (1973), la
desviacién estdndar desde la moda (DEM) de Kvalseth
(1988) y el indice de entropia relativa (ERel) de Shannon
(1948). Ademas, en el presente articulo, se propone una
nueva medida a partir de la razén de variacién de Free-
man (1965), a la cual se denomina razén de variacién
universal (RVU), ya que se puede aplicar con cualquier
tipo de distribucién. Se trata de una medida muy senci-
lla de célculo que supera las limitaciones de los indices
de Freeman (1965) y Wilcox (1973) y parece medir de
forma muy adecuada la variabilidad de la frecuencia entre
las categorias cualitativas.

Todas estas medidas se usan preferentemente con
variables cualitativas. Su aplicacién con variables de ca-
tegorias ordenadas (ordinales) y variables cuantitativas
discretas es posible, pero se desaconseja por una infrau-
tilizacion de la informacién contenida en los datos frente
a las medidas absolutas o relativas basadas en distancias
entre cuantiles o basadas en el promedio o la mediana
de puntuaciones diferenciales con respecto a la media
aritmética o la mediana. Los indices de Freeman (1965),
Wilcox (1973), Gibbs y Poston (1975), Kvalseth (1988),
asi como el nuevo indice propuesto (RVU), basados en
la moda, se desaconsejan totalmente para muestras de
variables cuantitativas continuas, ya que la moda como
medida de tendencia central puede ser inexacta con estos
datos muestrales, aparte de infrautilizar la informacién
contenida en los mismos. No obstante, con una distri-
bucién continua (datos poblacionales), si su funcién de
densidad tiene un pico definido (moda poblacional), es
factible el cdlculo de estas medidas de variacién, pero no
aconsejable. El célculo del indice de variacién cualitativa
y la entropia relativa con muestras de variables cuanti-

tativas continuas requiere definir un nimero especifico
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de categorias, esto es, discretizar o definir k intervalos
de clase, lo que incrementa maés la pérdida de informa-
cién aunado al hecho de ignorar la naturaleza cuantitativa
de los datos muestrales; de ahf su contraindicacién. Con
la funcién de densidad de una distribucién continua,
la informacién de Shannon se puede calcular directa-
mente usando integrales, lo que es una practica comtn
(Al-Omari, 2016; Amigé, Balogh, & Hernandez, 2018).
También con algunas funciones continuas se puede de-
terminar la entropia maxima y obtener la entropia rela-
tiva a través del cociente entre la entropfa y su maximo
(Nielsen & Nock, 2017).

Una caracteristica que comparten todas estas me-
didas de variacién para variables cualitativas es poseer un
rango de 0 a 1. En este rango, el valor de 0 corresponde
a la distribucién de una variable constante, en la que un
valor concentra toda la probabilidad a nivel poblacional o
toda la frecuencia a nivel muestral. El valor de 1 corres-
ponde a una distribucién uniforme, en la que todos sus
valores tienen la misma probabilidad a nivel poblacional
o la misma frecuencia a nivel muestral. El valor varfa de
una medida a otra. Unas son mas sensibles a la presencia
de una moda muy definida y se aproximan répidamente
a 0, como la razén de variacién de Freeman (1965). Por
el contrario, otras son mds sensibles a una distribucién
uniforme con probabilidades o frecuencias homogéneas
entre sus categorias cualitativas y convergen répidamente
a 1, como el indice de variacién cualitativa de Gibbs y
Poston (1975).

Definicién de cinco medidas
de variacién para datos nominales
Entropia relativa

La entropia es la medida del desorden en un siste-
ma de elementos (Sharp, 2019). La entropia en la teoria
de la probabilidad es maxima cuando todos los elemen-
tos son equiprobables y la presencia de unos elementos
no permiten predecir la aparicién de otros. El origen del
concepto procede de la termodindmica, fue aplicado a
la teoria de la informacién por Claude Elwood Shannon
(1948) y de ahi pasé a la estadistica como una propie-
dad para caracterizar distribuciones tanto discretas como
continuas y medir la variabilidad en variables cualitativas
(sistemas de clasificacién). A nivel poblacional se denota

con la letra griega maytscula eta (H) y a nivel muestral
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con la letra latina maytscula E. La entropia es la espe-
ranza matemadtica de la informacién de Shannon (1948)
o logaritmo de la probabilidad del valor de una distribu-
cién: Hy = E(I) = E[—1 X log, (p(x))].

Cuando la informacién (Iy) estd en base 2
(Iy = —log,(p(x))), se habla de bits o unidades binarias
de informacién. Cuando la informacién esta en base de-
cimal (Ixy = —log19(p(x))), se habla de dits o unidades
decimales de informacién. Cuando la informacién esta
en base natural (Iy = — In(p(x))), se habla de nepits o
unidades neperianas de informacién. En la teoria de pro-
babilidad, usualmente, se toma base e, esto es, logaritmo
neperiano (In).

Al conocerse el valor méximo de la entropia en
una distribucién discreta: In(k), que corresponde a la dis-
tribucién uniforme discreta, se puede calcular la entro-
pia normalizada o relativa de Shannon. La entropia rela-
tiva se denota con HRel a nivel poblacional y ERel a nivel
muestral, y es la entropia dividida por su valor maximo
(Shannon, 1948). Para una distribucién de frecuencias
empiricas o muestrales, la entropfa se calcula del siguien-
te modo:

Sea una muestra aleatoria de tamafio # de una
variable cualitativa X con k categorias nominales. Se
denota con 7, a la frecuencia absoluta y f; =n;/n
a la frecuencia relativa de cada categorfa nominal

(i=1,2,..k).

n; n;
—x T T xin () —1x 3K, £ x In(f)

ERely = In(k) - In(k)

En el caso de una variable aleatoria constante, al
ntmero de categorfas (k) se le da un valor de 2 (@ y no
), para el estadistico ERel puede tomar valores en el in-
tervalo [0, 1].

Razon de variacion

La razén de variaciéon (RV) de Freeman (1965)
parte de una férmula de variacién en torno a la moda y
su expresion se simplifica al complemento de la frecuen-
cia modal, por lo que, finalmente, usa una informacién
minima de la distribucién. No obstante, la ventaja de este
estadistico es su facilidad de célculo.

Sea una muestra aleatoria de tamafio n de una va-

riable cualitativa X con k categorias nominales. En esta
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muestra, aparece una moda (Mo) o categoria con fre-
cuencia maxima que es Unica y tiene una frecuencia ab-

soluta ny, y relativa fy,,.

oo =) 5 (u-%)

n n
k nn K f
=;(i—kﬁ°n)=;(ﬁ‘$)
=§":ﬁ_iﬁzo= KXoy
i=1 i=1

Razon de variacion de la moda

Wilcox (1973) desarrollé una razén de variacién
estandarizada basada en la moda que se puede expresar
en funcién de la de Freeman (1965) y siempre toma un
valor mayor o igual que la de Freeman. Frente a RV, anade
a la frecuencia modal la informacién sobre el niimero de

categorias cualitativas.

K _f
RVMOd — 1 _Zl:l(fMO fl)
k—1
- kfuo—1 k—1—kfyo+1 k
Sal k—1 — k—1 _k—1(1 fito)
-k RV > RV
k-1 T

Al igual que la razén de variacién de Freeman
(1965), la RVMod de Wilcox (1973) estd acotada de 0
a 1. Precisamente, se trata del complemento de una
proporcién.

RVMod = 1 — (kfy, — 1)/(k — 1),
donde kfy,—1<k—-1

Requiere necesariamente que la distribucién sea
unimodal. En caso de una distribucién uniforme, no se
puede dar a la frecuencia modal un valor de 0, como se
argument6 con la razén de variacién de Freeman (1965),
ya que el estadistico RVMod queda fuera del rango de 0 a
1 estipulado para los indices de variacién estandarizados
de variables cualitativas (Wilcox, 1973). Consecuente-
mente, tiene mas limitaciones que la razén de variacién

de Freeman.

k
Xl=——>1

k
RVMod = ——RV = )

k-1

k-1
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Indice de variacién cualitativa

Gibbs y Poston (1975) propusieron un indice es-
tandarizado denominado indice de variacién cualitativa
(IVC). Es la medida de variacién cualitativa mas usada,
sobre todo en ciencias sociales (Kvalseth, 1988). Tiene
la ventaja de usar toda la informacién de la frecuencia,
aparte del nimero de categorias cualitativas y se puede
calcular con cualquier tipo de distribucién para datos

cualitativos.

kx(1-Xk, f?)
k—1

Ve =

En el caso de una variable constante, es decir, que
tiene un tnico valor, el indice de variacién cualitativa

(ICV) es 0.

e = X §=1ﬁ2)=2x(1—1):920
k-1 2—-1 1

En el caso de una distribucién uniforme, el valor

de ICVes 1.

kx(1-3,£2) _kx(1-p)

ve= k-1 k—1
k—1y kx(k-1

kx (S )_ % )_k—l_l
k—1 k-1 k-1

Desviacion estdndar desde la moda

La desviacion estandar desde la moda (DEM) de
Kvalseth (1988) se define como el complemento de la
raiz cuadrada del promedio del cuadrado de unas pun-
tuaciones diferenciales. Son las diferencias entre la fre-
cuencia modal y el resto de las frecuencias, por lo que
este promedio varia de 0 a 1. El valor de DEM es menor
o igual que el indice de Wilcox (1973).

’ k Y -
DEM=1— lel(fMO ft) Sl_kao 1=RVM0d
k-1 k-1

Frente a RV y RVMod, la ventaja de la DEM es que

usa todas las frecuencias y se puede calcular con modas

miultiples, incluso con una distribucién uniforme, como
el indice de Gibbs y Poston (1975). Aparte, permite de-
finir un error asintético (6pgp) y hacer estimaciones por

intervalo con muestras grandes.
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e = kfuo)? + S filfuo — f0? (11— DEM)’
OpeM = —— -
n(k — 1)2(1 — DEM) n

P (D EM = Z,_« X Gppu < DEM < DEM +Z,_a X &DEM) =1l-a

) cuantil de orden 1—(0/2) de una dis-
tribucién normal estindar N(0,1). Para un valor de o de

.05, 7 corresponde a 1.96.

El presente estudio tiene como primer objetivo
proponer una modificacién de la razén de variacién para
superar las limitaciones de las férmulas desarrolladas por
Freeman (1965) y Wilcox (1973). Su segundo objetivo es
describir el patrén de comportamiento de las tres razones
de variacion, la entropia relativa de Shannon (1948), el in-
dice de variacién cualitativa de Gibbs y Poston (1975) y
la desviacion estandar desde la moda de Kvalseth (1988),
aplicando estos seis indices de variaci6n a tablas de frecuen-
cias correspondientes a distintos tipos de distribuciones de
datos nominales y; de este modo, observar si existe alguna

regularidad y si el nuevo indice propuesto es adecuado.
Método

Tipo de estudio

Se trata de un estudio metodoldgico.

Participantes o Muestra
El presente estudio estd basado en unos datos ge-
nerados para observar y comparar el comportamiento de

los indices con distintas distribuciones.

Procedimiento

Para el primer objetivo de proponer una modifica-
cién de la razén de variacién, se realizan argumentacio-
nes y pequenas demostraciones algebraicas. A este nuevo
indice se denomina razén de variacién universal, ya que
se pretende que sea vilido para cualquier tipo de dis-
tribucién con datos cualitativos, ya sea una distribucién
unimodal, bimodal, multimodal, uniforme o de variable
aleatoria constante, cuando este no es el caso de las dos
razones de variacién previas de Freeman (1965) y Wil-
cox (1973). Ademds, el nuevo indice pretende incorpo-
rar més informacién sobre los datos nominales. Aparte

de la frecuencia modal (f, ) en que se basa el indice de
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Freeman (1965), el nimero de categorfas cualitativas (k)
que anade el indice de Wilcox (1973), se planea agregar
el nimero de modas o valores con frecuencia méaxima (c).

Para el segundo objetivo de describir el patrén de
comportamiento de los seis indices y colegir si el nuevo
indice propuesto es adecuado, se generan nueve tablas
de frecuencias; una tabla con dos categorfas nominales y
ocho tablas con cinco categorias nominales, las cuales co-
rresponden a distintos tipos de distribucién. La tabla de
dos categorias corresponde a una distribucién aleatoria
discreta constante. Las otras tablas tienen una distribu-
cién préxima a la de una variable aleatoria discreta cons-
tante, préxima a la simetria en torno a una moda tnica,
con simetria estricta en torno a una moda tnica, préxima
a una distribucién uniforme con una moda tnica, distri-

bucién uniforme, bimodal, trimodal y cuatrimodal.

Instrumentos
Los datos son generados, por lo que no se aplicé

ningin instrumento de medida.

Anilisis de datos

Sobre las tablas de datos generados, se aplican las
férmulas de los seis indices de variacién y se sintetizan los
datos sobre los indices en una tabla resumen. Finalmente,
se calculan las diferencias de RVU con los demés indices,
y estas diferencias se resumen por medio del valor mini-
mo (Min), valor méximo (Max) y promedio o media arit-
mética de la diferencia en valor absoluto (). Aparte, se
computa la correlacién producto-momento de Pearson (r)
entre RVU y los demads indices. Para calcular esta medida
de asociacién, solo se requieren datos emparejados de dos
variables cuantitativas continuas que son supuestos que se
cumplen. Adicionalmente, se estiman estas correlaciones
por intervalo con un nivel de confianza al 95% por el mé-
todo de muestreo repetitivo de percentil corregido de ses-
go y acelerado (IC CS4 al 95%) con la simulacién de 1000
muestras con el programa estadistico SPSS versién 26. Se
consider6 como la mejor opcién por los tamanos mues-

trales muy pequefios, de 5 a 9 (Bishara & Hittner, 2017).

Consideraciones éticas
Todo el material presentado ha sido generado por
el autor y se respet6 la autoria de las fuentes consultadas

citdndolas adecuadamente.
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Resultados

Formulacion del nuevo indice,
la raz6n de variacion universal (RVU)

La razén de variacién se aplica solo cuando la
distribucién es unimodal o en el caso de que no tenga
moda (distribucién uniforme), argumentando que la
frecuencia modal es nula. Si la muestra o la poblacién
tiene dos o mds modas, esta medida de variacién no
se puede calcular. No obstante, la férmula de Freeman
(1965) se podria modificar para aplicarse con mas de
una moda y considerar el niimero de categorias. Para tal
fin, propongo una expresién algebraica que se podria
denominar razén de variacién universal (RVU), debido a
que se puede aplicar con cualquier tipo de distribucién
de variable cualitativa.

Partiendo de la férmula de Freeman (1965), 1-f ,
la férmula propuesta pondera la frecuencia relativa
modal por el inverso del nimero de modas (1/c) y
divide la expresién por su valor maximo. Este méxi-

mo se alcanza con la distribucién uniforme, cuando

c=k fuax = 1/ky (1/c) X fyyax =1 — (1/k2)~

1 1
1_Efoax 1_EXfMax
RVU = 1 = 1
1—Max<E><fMax) 1-75
1
_1_EXfMax= k? X(l_fMax>
k2-1 k-1 c
k2

El minimo, el maximo y los valores de RVU
Cuando un valor acapara toda la frecuencia (va-
riable aleatoria constante), siendo la frecuencia mo-
dal tnica y con un valor unitario (¢ = 1y f = 1),
la razén de variacién universal (RVU) alcanza su valor

minimo de 0.
k? fMax k? 1
RVU_k2—1X<1_ c )_k2—1x(1_1)

k2
=mxo=0

Si no hay moda (distribucién uniforme), todas las
categorias tienen la misma frecuencia y dicha frecuen-
cia es la maxima (1/k), el valor de ¢ es k y la razén de

variacién universal (RVU) alcanza su valor mdximo de 1.
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1_fMax 1_1/_k 1_l

_ c _ k k2 _
RVU == =1 = %21 -1
2 o TR

En la medida que ¢ se aproxima a k, siendo k el na-
mero de categorias (distribucién uniforme), el resultado

de la modificacién propuesta se aproxima a 1:
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esta medida de variacién aumenta (RVU). Cuanto me-
nor es el nimero de categorias (k), mayor es el incre-
mento en la razén de variacién universal (RVU), ya que
se reparte mds la variabilidad, alejandose la distribucion
de X de la de una variable constante (valor minimo) y
aproximédndose mds a la de una distribucién uniforme

(valor mdximo).

1 11 1 Sea la frecuencia maxima (f, ) de .40 en todos
RVU = lim 1= ¢ X fuax _ 1-5*% _ -z —1 los siguientes ejemplos. Si hay cuatro categorias cualita-
cok _1 _1 1 tivas y una moda, el valor de RVU es .64; en caso de dos

1-23 -2z 1-p y

Esto se debe a que, en la medida en que la mues-
tra de la variable cualitativa X presenta mds categorifas
con frecuencia méxima (c), el efecto sustractor de la
frecuencia méxima disminuye en la razén de variacién

modificada (1— f, /c)y, consecuentemente, el valor de

Tabla 1

modas, se incrementa en .213 y pasa a ser .853. Si hay
seis categorias cualitativas y una moda, el valor de RVU
es .62; en caso de dos modas, se incrementa en .206 y
pasa a ser .823. Si hay 10 categorfas cualitativas y hay
una moda, el valor de RVU es .60; en caso de dos modas

se incrementa en .20. y pasa ser .80 (Tablas 1 y 2).

Incremento de la razon de variacién universal (RVU) en funcién del valor de la frecuencia modal y niimero de modas en la muestra de

una variable cualitativa con 4 o 6 categorias

c fMax =.40 fMax =.30 fMax =.40 fMax =.30
k=4 k=4 k=6 k=6
RVU A RVU A RVU A RVU A
1 .640 . 746 617 720
2 .853 213 .906 .160 .823 206 .874 154
3 .960 .053 926 051

Nota. c = mimero de categorias con frecuencia relativa simple maxima, fy,,, = frecuencia relativa simple maxima, k£ = niimero de categorias
o valores de la variable X, RVU=razon de variacion universal y A = incremento o diferencia con el valor previo.

Tabla 2

Incremento de la razon de variacién universal (RVU) en funcion del valor de la frecuencia modal y el nimero de modas en la muestra

de una variable cualitativa con 10 categorias

c fMax =.40 fMax =.30 fMax =.22 fMax =.11
k=10 k=10 k=10 k=10

RVU A RVU A RVU A RVU A
1 .60 .70 .78 .89
2 .80 20 .85 15 .89 1 .954 .05
3 90 05 .93602 .037 .973063 0185
4 954 01851 .9823 .00925
5 .987 .005
6 9915824 .0037
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c fMax =.40 fMax:-30 fMax:'22 fMax:~11
k=10 k=10 k=10 k=10
RVU A RVU A RVU A RVU A
7 .994227 .0026455
8 .99671 0020
9 .9978 .0015

Nota. ¢ = nimero de categorias con frecuencia relativa simple maxima, f,,, = frecuencia relativa simple maxima, £ = numero de
categorias o valores de la variable X, RVU=razén de variacion universal y A = incremento o diferencia con el valor previo.

Relacién de RVU con RV 'y RVMod

En el caso de una moda (c = 1), que es la situa-
cién en que la férmula de Freeman (1965) y la propuesta
son comparables, la RVU arroja a un valor mayor o igual

que la de Freeman (1965), al igual que la razén de varia-
ci6n de la moda (RVMo) de Wilcox (1973).

1 1
1—fMax 1——fMod k2
ey C ey 1 ey
RVU = K2—1 kK2-1 k2—1 (1 — fMod)
k2 k2

2
SRV 2RV =1-fy,

Cuando el nimero de categorias cualitativas (k)
es muy pequefio, hay mayor diferencia entre RVU y RV.
Con dos categorias, la diferencia o incremento es de
un tercio: RVU-RV=k%*/(k?—1) =1.3. Con tres
categorias, la diferencia o incremento es de un octavo
(RVU - RV = k?/(k? — 1) =1.125). No obstante, en la
medida que se incrementa el nimero de categorias, la
diferencia es menor. Con cuatro categorias, la diferen-
cia o incremento es de 1.06 y, con cinco, de 1.0416.
Cuando el nimero de categorias tiende a infinito, RVU
converge a RV.

2

. . k
Slc—l,RVU—’ll_r)Iolokz_l(l

_ fMax)

Cc

k2
:]y_{gkz_l(l_fMo) =1—fuo

Retomando el ejemplo previo, sea la frecuencia
modal tnica de .40, la razén de variacién universal es de
.64 con cuatro categorfas cualitativas frente a la razén de
variacién de Freeman de .60. Si el nimero de categorias
cualitativas es 6, la razén de variacién universal es de .62
frente a .60 de la de Freeman. Si el nimero de categorifas
cualitativas es 10, la razén de variacién universal es de .60

frente a .60 de la de Freeman.
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Al contrario que con RV, cuando hay una tnica
categorfa cualitativa con frecuencia maxima (¢ = 1), la
nueva medida de variacién propuesta, la razén de varia-
cién universal (RVU), es menor o igual que la razén de
variaciéon de la moda (RVMod) de Wilcox (1973). Con-
secuentemente, RV siempre toma un valor menor o igual
que RVU, y RVU siempre toma un valor menor o igual que
RVMod. Por ejemplo, si el nimero de categorias cualitati-
vas es cinco (k = 5), la razén de variacién (RV) de Free-
man (1965) es 0.96 veces la razén de variaciéon universal

(RVU) y es 0.80 veces la razén de variacién de la moda
(RVMod) de Wilcox (1973).

2

RVU = k2_1><RV—>RV
k? -1 1
Zk—ZXRVUZ(l—ﬁ)XRVU
RVMod = X RV = RV

k-1

k

1
X RVMod = (1 — E) X RVMod

1 1
RV = (1—ﬁ>xRVU=<1—E)XRVM0d

RV < RVU < RVMod

Patron de comportamiento
de las seis medidas de variacion

Distribucion de una variable
aleatoria discreta constante

Cuando la distribucién de la variable nominal es la
de una variable constante, una de las categorias cualitati-
vas concentra toda la probabilidad. En esta situacion, se

pueden calcular los seis indices y todos ellos dan un valor

de 0 (Tabla 3).
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Tabla 3

Distribucién de frecuencia de una muestra de una variable aleatoria discreta constante

X no fi ff fix In(f) (fuo — fi)? filfuo — f)?

a 85 1 1 0 0 0
No a 0 0 0 - 1 0
) 85 1 1 0 1 0

Nota. n;= frecuencia absoluta simple, f; = frecuencia relativa simple, f),, = frecuencia relativa simple de la categoria modal, £ = suma por
columna.

Numero de categorfas: k = 2.

) ) v ) fuo(1 = kfuo)? + B, filfuo — £)* (1 - DEM)*
Numero de categorias con frecuencia maxima: ¢ = 1. Opem = — -
i n(k — 1)2(1 - DEM) n
Numero de modas = 1.
Frecuencia relativa maxima: mex = 1. \/1 Xx(1-2x1)2+0 (1-0)* \] 1 1 0
85 x 1 x (1-0)2 8 (85 85
Frecuencia de la moda: fo = L. ( )
Razén de variacién: RVX =1 —fMO =0 P(DTWI = Z1_(a/2) X Opgm < DEM < DEM —Z1_(aj2) X 6DEM) =1l-a
Razén de variacién universal: P(0-196x0<DEM <0+1.96x0)=.95
RVU = k%/(k? — 1) X (1 — (fuax/C)) (DEM €0,0]) = .95
=52/(52—-1)x (1—-(1/1)) =0 Entropia relativa: ERely = — Yi_, (f; X In(f;))/In(k)
=0/In(2)=0

Razén de variacién de la moda:
Distribucién préxima a la de

RVMod = (k/k —1) x RV =(5/4) x 0=0 una variable aleatoria discreta constante

Indice de variacién cualitativa: Cuando la distribucién de la variable nominal se
ICVy = (kx (1 — 2f2)/(k — 1) aproxima a la distribucién de una variable aleatoria cons-
tante, una de las categorias cualitativas concentra casi

=@xA-Dy1=01=0 toda la probabilidad o frecuencia relativa simple. En esta

situacién, se pueden calcular los seis indices. Los indices

Desviacion estandar desde la moda: RV, RVU, RVMod y SEM dan los valores més bajos, y IVC'y
ERel, los mas altos, pero todos ellos valores préximos a 0
DEM =1 — k — £)2 _ —1_ |/ — ) )

Tabla 4

Distribucién de frecuencias préxima a la de una variable constante

PC PS S PU U BM ™ CM

X n fi n,  f; . fi mn fi n fi fi n; fi n,  f;
a 85 .92 8 .0 5 .05 19 21 20 20 40 26 40 24 40 22
b 2 .02 22 2 20 20 22 25 20 .20 22 .14 22 13 22 .12
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PU

™ CM

X n it n; fi n; it n; it

n; i n; i n; fi n f

c 1 .01 39 43 50 50 24 27 20 20 29 .19 40 24 40 22
d 1 01 15 .16 20 20 18 20 20 20 25 .16 25 .15 40 22
e 3 .03 6 06 5 05 6 .07 20 20 40 26 40 24 40 22
T 92 1 90 1 100 1 89 1 100 1 156 1 167 1 182 1

Nota. n;= frecuencia absoluta simple, f; = frecuencia relativa simple, f),, = frecuencia relativa simple de la categoria modal, £ = suma por
columna. Tipo de distribucion: PC = proxima a la de una variable aleatoria discreta constante, PS = proxima a la simetria en torno a la moda,
S = distribucién estrictamente simétrica en torno a la moda unica, PU = distribucion unimodal proxima a la distribucion uniforme, U =
distribucion uniforme, BM = bimodal, TM = trimodal, CM = cuatrimodal

Distribucién préxima a la simetria
en torno a una moda tnica

La distribucién de una variable nominal se apro-
xima a una distribucién simétrica, si al ubicar a la ca-
tegorfa modal en el centro del diagrama de barras, el
perfil se asemeja a un tridngulo simétrico. Primero, se
emparejan las categorfas por probabilidad. Luego, se
ponen al lado derecho y al lado izquierdo cada miem-
bro del par, ordenando los pares por su valor de proba-
bilidad en sentido ascendente a la izquierda de la moda
y en sentido descendente a la derecha de la moda. En
este caso, se pueden calcular los seis indices, al ser la
distribucién unimodal. Los indices IVC y ERel dan los
valores mds altos. Por el contrario, los indices RV'y RVU
dan los valores mds bajos, asi resultan mds sensibles a
una moda bien definida o destacada (Tablas 4 y 5).

Distribucién con simetria estricta
en torno a una moda tnica

La distribucién de una variable nominal es simé-
trica, si al ubicar a la categoria modal en el centro del
diagrama de barras, el perfil corresponde a un tridngu-
lo simétrico. Como en el parrafo previo se explic, en
primer lugar, se emparejan las categorias por probabili-
dad. A continuacién, se pone al lado derecho y al lado
izquierdo cada miembro del par, ordenando los pares
por su valor de probabilidad en sentido ascendente a
la izquierda de la moda y en sentido descendente a la
derecha de la moda. En este caso, se pueden calcular
los seis indices, ya que la distribucién es unimodal. Los
indices IVC y ERel dan los valores mas altos. Por el con-

trario, los indices RV y RVU dan los valores mas bajos,

ya que resultan mds sensible a una moda bien definida
o destacada (Tablas 4 y 5).

Distribucién préxima a una distribucién
uniforme con una moda unica

Cuando la distribucién de la variable nominal
se aproxima a una distribucién uniforme, sus distintas
categorias tienen una probabilidad muy semejante. Si
una frecuencia es ligeramente mds alta que las demads,
se pueden calcular los seis indices al ser la distribucién
unimodal. En este caso, los indices que mads se aproxi-
man a 1 son IVCy ERel. Los més bajos son la RV de Fre-
eman y la modificacién propuesta RVU (Tablas 4 y 5).

Distribucién uniforme

Cuando la distribucién de la variable nominal co-
rresponde a una distribucién uniforme, todas sus catego-
rias cualitativas tienen la misma probabilidad o frecuen-
cia relativa. En esta situacién, se pueden calcular cinco
de los seis indices. La razén de variacién con respecto a
la moda (RVMod) de Wilcox (1973) no se puede calcular
porque queda fuera de rango [0, 1]. Los indices RV, RVU,
DEM, IVC'y ERel toman un valor de 1 (Tablas 4y 5).

Distribucién bimodal, trimodal y cuatrimodal

En el caso de una distribucién bimodal o multi-
modal, no se puede calcular la razén de variacién (RV) de
Freeman (1965), ni la razén de variacién de la moda (RV-
Mod) de Wilcox (1973), aunque si con la modificacién
propuesta (RVU). Los otros tres estadisticos (DEM, ICV y
ERel) si se pueden computar. La existencia de dos o mds

modas incrementa la variabilidad. El indice de variacién
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cualitativa (ICV) de Gibbs y Poston (1975) es el que mas

se dispara al haber dos o mas modas. La modificacién

un incremento mas moderado con dos modas, y la des-
viacién estandar desde la moda (DEM), con tres y cuatro

modas (Tablas 4 y 5).

propuesta o razén de variacién universal (RVU) muestra

Tabla 5

Valores de los seis indices de variacion en relacion con nueve tipos de distribuciones
c Tipo de distribucion fruax RV RVU RVMod DEM wc ERel
1 Constante 1 0 0 0 0 0 0
1 Proxima a una constante 924 .076 .079 .095 .095 181 228
1 Préxima a una simétrica 433 567 .590 708 .700 .890 871
1 Simétrica S S 521 .625 618 .831 .801
1 Préxima a una uniforme 270 730 731 913 .889 .969 953
5 Uniforme 0 1 1 1 1 1
2 Bimodal 256 .908 917 985 982
3 Trimodal .240 .959 930 .985 981
4 Cuatrimodal 220 .984 951 .990 986

Nota. ¢ = nimero de categorias con frecuencia maxima, fy,, = frecuencia relativa simple maxima, RV = razén de variacion de Freeman
(1965), RVU = razon de variacion universal, RVMod = razén de variacion de la moda de Wilcox (1973), DEM = desviacion estandar desde
la moda de Kvalseth (1988), IV'C = indice de variacion cualitativa de Gibbs y Poston (1975) y ERel = entropia relativa de Shannon (1948).

La Tabla 6 permite apreciar que RVU es mas afin
al indice de Freeman (1965) que al de Wilcox (1973),
asi la diferencia promedio en valor absoluto de RVU es
de .01 con RV versus .08 con RVMod. La correlacién de
RVU es unitaria con ambos indices (.9996, IC CSA al 95%
[.9990, 1], con RV versus .9995, IC CSA al 95% [.9985,
1], con RVMod). En relacién con los otros tres indices, la
mayor afinidad se da con la desviacién estindar desde la
moda (DEM). La correlacién entre RVU y DEM es 9842,

dio en valor absoluto es de .05. La diferencia méxima
entre RVU y DEM en valor absoluto es de .16 que se da
en la distribucién unimodal préxima a la uniforme. En
esta diferencia, DEM tiene un valor mas alto que RVU.
Ademds, las correlaciones de RVU con IVC y ERel son
signiﬁcativamente menores que con RV'y RVMod con un
nivel de significacién al 5%, ya que los limites superiores
de los intervalos de confianza al 95% de las dos primeras

correlaciones quedan por debajo de los limites inferiores

IC CSA al 959 [0.9319, 0.9992], y la diferencia prome-  de las dos dltimas.

Tabla 6
D{'ferencia y correlacién de RVU con los otros cinco indices de variacién
Estadisticos RVUy RV RVUy RVMod RVUy DEM RVUyIVC RVUYy ERel
Min(D) 0(CyUl) -.182 (PU) -.158 (PU) -.310(S) -.281 (PS)
Max(D) .023 (PS) 0(CyU) .033 (CM) 0(CyU) 0(CyUl)
M(D)|) .008 .084 .050 118 114
r 0.9996 0.9995 0.9842 0.9428 0.9492
LI 0.9990 0.9985 0.9319 0.8761 0.8956
LS 1 1 0.9992 0.9969 0.9980

Nota. Estadisticos: D = RVU — otro indice, |D| = |[RVU — otro indice|, Min = valor minimo, Max = valor maximo, M = promedio o media
aritmética y r = coeficiente de correlacion producto-momento de Pearson entre RVU y cada uno de los otros cinco indices; se estima un
intervalo de confianza al 95% por el método de muestreo repetitivo de percentil corregido de sesgo y acelerado (/C CSA4 al 95%) con la
simulacién de 1000 muestras: LI = limite inferior y LS = limite superior. Indices de variacion: RV = razén de variaciéon de Freeman (1965),
RVU =razdn de variacion universal, RVMod = razén de variacion de la moda de Wilcox (1973), DEM = desviacion estandar desde la moda
de Kvalseth (1988), /V'C = indice de variacion cualitativa de Gibbs y Poston (1975) y ERel = entropia relativa de Shannon (1948). Tipo de
distribucion: C = de una variable aleatoria constante, U = uniforme, PU = unimodal préxima a una distribucion uniforme, S = estrictamente
simétrica, PS = proxima a una distribucion simétrica.
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Discusion

Desde los ejemplos presentados en el presente
trabajo, se puede observar que la razén de variacién
(RV) de Freeman (1965), la modificacién propuesta o
raz6n de variacién universal (RVU), la razén de varia-
cién de la moda (RVMod) de Wilcox (1973) y la desvia-
cién estandar desde la moda (DEM) de Kvalseth (1988)
son mas sensibles, se aproximan mds rapidamente a 0
que el indice de variacién cualitativa (IVC) de Gibbs y
Poston (1975) y la entropia relativa (ERel) de Shannon
(1948) ante una distribucién unimodal en la que la ca-
tegoria modal concentra casi toda la probabilidad. En el
caso de la distribucién de una variable aleatoria cons-
tante, en la que una tnica categoria concentra toda la
frecuencia, los seis indices son nulos. Por el contrario,
ICV, ERel, RVMod y DEM frente a RV y RVU son mds
sensibles, se aproximan mds rapidamente a 1, ante una
distribucién préxima a una uniforme, aunque con una
moda poco definida, esto es, una distribucién unimodal
con frecuencias muy semejantes. Cuando la distribu-
cién es uniforme, lo que implica que todas las catego-
rias tienen exactamente la misma probabilidad o fre-
cuencia, el valor de los seis indices es 1, salvo la razén
de variacién de la moda (RVMod) de Wilcox (1973) que
no se puede calcular. Cabe sefnalar que la razén de va-
riacién universal (RVU) se asemeja mucho a la razén de
variacién de Freeman cuando la distribucién es unimo-
dal. Cuanto més definida est4 la moda, la distribucién
se asemeja mas a la de una variable constante para estos
dos indices.

En caso de més de una moda, la razén de varia-
cién (RV) de Freeman (1965) y la razén de variacién de
la moda (RVMod) de Wilcox (1973) no se pueden cal-
cular. Ante mds de una moda, el incremento en el valor
del indice se experimenta més fuerte en ICV y ERel. La
razén de variacién universal () es la mds moderada en
su incremento con dos modas y la desviacién estindar
desde la moda (DEM) con mds de dos modas. Cabe se-
falar que el comportamiento entre la nueva razén de
variacion y la desviacion estandar desde la moda es muy
atin. Comparten el 96.9% de la varianza ante los distin-
tos tipos de distribucién para datos nominales, con una
diferencia maxima de .05. Esta se da con la distribuciéon

unimodal préxima a la uniforme. DEM ante esta distri-

bucién. Ante una bimodal, la diferencia entre ambos
indices es minima a favor de DEM y con mds modas
sigue siendo una diferencia muy pequena, pero a favor
de RVU. Ante una distribucién estrictamente uniforme
los dos indices son unitarios.

Considerando el comportamiento y posibilida-
des de célculo de las seis medidas de variacién cuali-
tativa revisadas, se concluye que la desviacién desde la
moda (DEM) de Kvalseth (1988), en primer lugar, y la
propuesta de la razén de variacién universal (RVU), en
segundo lugar, son las medidas mas recomendables para
medir la variacién con variables cualitativas, ya que son
las menos extremas en su comportamiento. DEM tiene
la ventaja que, con muestras grandes, permite el uso de
estadistica inferencial paramétrica y, claramente, RVU
es la mejor entre las tres razones de variacién. Ademads,
RVU y DEM son muy afines, esto es, sus valores discre-
pan poco, cuando este es un problema al usar diver-
sas medidas de variacién de datos nominales (Agresti
& Agresti, 1978). Con fundamento en su rango de 0
a 1y el planteamiento de RVU como una proporcién,
se podrian usar los puntos de corte de un escalamien-
to min-max. Valores menores que .20 o .30 se pueden
considerar indicadores de baja variabilidad, entre .30 y
.70 0.20 y .80 media y mayores que .70 o .80 alta (Sree
& Bindu, 2018).

Como limitaciones del estudio se tiene el uso
de un dnico ejemplo por distribucién en vez de usar
metodologia de simulacién con la generacién de miles
de muestras aleatorias, por ejemplo, o tabla-poblacién
(Morris, White, & Crowther, 2019). Aunque se intent6
cubrir todas las posibles distribuciones cualitativas, solo
se incluyeron cinco categorias cualitativas, salvo dos
con la distribucién de una variable aleatoria constan-
te. Asi, el ntimero de categorias cualitativas podria ser
una variable a considerar en futuros estudios sobre el
comportamiento de los indices de variacién cualitativa
(Evren & Erhan, 2017).

Se recomienda usar y estudiar con mds profun-
didad los indices de variacién cualitativa, ya que es
una informacién muy relevante a nivel descriptivo. La
desviacién estindar desde la moda, mas compleja de
calculo, y la razén de variacién universal, més sencilla
de cémputo, son dos buenas opciones sin que existe

una marcada discrepancia entre las mismas, por el con-
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trario, son muy afines. Se sugiere ampliar este estudio
aplicando métodos de simulacién con distribuciones de
variables cualitativas manipulando el nimero de cate-

gorfas nominales.
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