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SOBRE EL SENTIDO Y LA REFERENCIA DE LOS ENTES
MATEMATICOS Y SIMBOLICOS

Leonardo Aguila Pizarro

Antes de comenzar este trabajo conviene precisar algunos
conceptos. En primer lugar, lo que se entiende por “entidad
matematica” y “entidad simbolica”.

El concepto de “entidad matemaitica™ tiene una gran extension
y el de “entidad simbaolica™ puede ser aclarado revisando el primero.
Para Rolando Chuaqui (1) *hablar acerca de las cosas con comodidad,
mmplica la introduccion de signos y estos signos pueden ser, en
algunos casos, letras, de lo que se sigue que en otros casos, pueden ser
numeros”. Continda Chuaqui, “los objetos matematicos de uso mas
comun en la vida corriente son los nimeros naturales, esto es los
enteros positivos 1, 2, 3...". Para Chuaqui, la respuesta a la pregunta
por la esencia de los nimeros, se puede conseguir por dos vias: por el
método axiomatico y por el método genético. Veamos entonces, como
opera el primer método, es decir, el axiomatico: “Suponemos existente
el conjunto N de los niimeros: suma (+), multiplicacion (+): también
simbolos para algunos nimeros como 1, 2, 3... Con estos simbolos,
podemos construir otros términos que denotan también nimeros,
como 2 +35, 31, (5 + 1), etc. Relacionamos dos términos por la
igualdad, = (u otras relaciones como “menor que”) para constituir
proposiciones (o lo que es lo mismo, oraciones), p. Ej. 2+ 35=3 - |
(esto es, 2 + 5 es igual a 3 - 1). Estas proposiciones pueden ser falsas
(como el ejemplo) o verdaderas (como lo es 2 + 5 < 3 - 4). También
queremos aserciones generales sobre los numeros. Para esto
necesitamos introducir las variables X, Y, Z, que se refieren a
nameros cualquieras. Asi, cuando queremos decir que la suma es
conmutativa entre nimeros, podemos hacerlo por, “para todo nimero
X y todo nimero Y, X + Y = Y + X. Con estas proposiciones y las
particulas légicas “no”, “o”, “si... entonces”, etc. Formamos
proposiciones compuestas. Todas estas proposiciones son las que nos
interesan. Las llamaremos proposiciones numéricas. Algunas son

89



verdaderas v otras, falsas, Las proposiciones numéricas verdaderas
expresan propiedades del conjunto N de los numeros naturales. Un
sistema axiomdtico para N es un conjunto de proposiciones numericas
verdaderas (esto es, propiedades de N) de las cuales se pueden deducir
las otras proposiciones numéricas verdaderas (propiedades de N)™.

Para la escuela formalista, cuyo fundador es Hilbert, las proposiciones
matematicas son de la siguiente naturaleza: 2 +2=4","3 -2 =174
>3 45 4+3=8" " :4=4", ete: (2)

Lo importante de todo esto, es que hemos obtenido un primer
indicio acerca de nuestra preocupacion. En primer lugar, bajo “entidad
matematica” abarcamos a los numeros naturales y ¢stos se pueden
entender como “signos” que pueden combinarse con otros dando
origen a ciertas operaciones. Sin embargo, la expresion “entidad
matematica” no es sinonima de “namero”, ya que existen otras
entidades matemdticas y que no son numeros, como por ejemplo, las
“variables” y que en este trabajo son sinonimas de “entidades
simbolicas”. Una variable o entidad simbadlica, por lo tanto, cumple
con los requisitos formulados por Chuaqui (3). Ademas, una entidad
matemdtica puede relacionarse con una entidad simbolica, como lo
veremos mas adelante.

Volvamos ahora a lo que nos preocupa. Frege tiene una
tendencia hacia la referencia de tipo empirica, esto es, una entidad
susceptible de ser percibida sensorialmente. Su analisis no ha dejado
de lado aquellas oraciones con ciertas entidades dudosas de referencia
empirica, como por ejemplo, “Odiseo fue desembarcado en Itaca
mientras dormia”. En esta oracion, la referencia no es empirica, ya que
la expresion “Odiseo’ no alude a ninguna entidad empirica.

En esta seccion se demostrard que existen expresiones con
sentido v con una referencia “sui generis”, ideales, puras y, estas
expresiones, son las “entidades matemadticas” y “entidades
simbolicas™,

Si las entidades matemdticas o simbolicas no tienen una
referencia de tipo empirica, entonces la referencia aludida por dichas
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entidades seria de la misma naturaleza que de aquellas oraciones
verbales como la anteriormente sefialada. Esto es, lo que me propongo
ver en esta segunda parte, es decir, de qué modo opera el sentido v la
referencia en las entidades matematicas y simbélica y qué tipo de
referencia tienen.

iCudl es la referencia de “2° + 2 + 27 Segun Frege, “el
numero 18", Pero el signo “18" también lo podemos obtener
relacionando los siguientes signos: “3 - 6", En estos casos, podemos
decir entonces, que ambas expresiones (4) tienen la misma referencia,
pero no asi su sentido: ambas tienen diferente sentido. La referencia
“18" no es empirica, es decir, el objeto designado bajo dicha
expresion resulta de la combinacion entre otras cifras o niimeros que
tampoco tienen un objeto de tipo empirico, es decir, ninguna de dichas
expresiones alude a un objeto capaz de ser percibido sensorialmente.
La referencia en estos casos, es de otra naturaleza.

En su articulo “Funcion y Concepto”, Frege afirma lo
siguiente: “Es natural aqui la objecion de que, no obstante, “2 = 47, y
“2 > 17 afirman algo completamente distinto, expresan pensamientos
completamente distintos; y a pesar de ello, se puede sustituir “2™ por
“4 - 47, porque ambos signos tienen la misma referencia. En
consecuencia, también “2° = 47, y “4 - 4 = 47 e refieren a lo mismo
(5). Esto hace concluir a Frege que la igualdad de referencia no tiene
como consecuencia la igualdad de sentido o pensamiento. Pero lo que
aun no queda claro, es qué tipo de referencia es la implicada en los
entes matematicos. Frege aclara esto: “La tendencia actualmente muy
difundida a no considerar como objeto méas que lo que puede ser
percibido con los sentidos induce errdneamente a tomar por niimeros
los signos numéricos mismos, a considerarlos los verdaderos objetos
de estudio; y entonces, naturalmente, 7 v 2 + § serian distintos. Pero
esto no se puede mantener, ya que no podemos hablar en absoluto de
cualesquiera propiedades aritméticas de los niimeros sin remitirnos a
la referencia de los signos numéricos™ (6). En otras palabras, no
podemos hablar de niimeros por si solos sin sefialar la referencia a la
cual aluden y esta referencia numérica, en este contexto, son niimeros.
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Veamos ahora como opera el sentido en las expresiones matematicas.
Sean los siguientes gjemplos: 1) “27, 1) “1 + 17, 111) “3 — 17, iv) "6 :
3", Todos estos ejemplos. tienen la misma referencia, con exclusion
del primer caso. En efecto, los restantes casos (i1, 111, 1v) se refieren a
la misma referencia: el nimero 2. Sin embargo, tienen diferente
sentido. En el segundo caso. el sentido es otorgado por el signo “+7,
en el tercero, por el signo “-" y en el cuarto, por el signo *:". Ahora
bien, el primer caso puede haber sido obtenido por suma, resta o
division. Esto indica entonces, que nuevamente tenemos que
especificar el sentido en aquellos casos de signos aislados, como en el
caso analogo de “caballo” o "Aristoteles”. En nuestros ejemplos, los
signos "+, =" y """ aparecen otorgando un conocimiento de como se
obtiene la referencia “2”. Esto es el sentido y aqui aparece con una
mayor exactitud.

Las expresiones 2™ y “4 - 4" tienen la misma referencia, es
decir, son nombres propios del mismo nimero, pero no tienen el
mismo sentido. ;Por qué no tienen el mismo sentido? Simplemente,
porque ambas expresiones a pesar de referirse al mismo numero
(referente) dicen cosas diferentes. En el primer caso, tenemos una
potencia y en el segundo, una multiplicacion, Se llega a la misma
referencia pero entregando una manera diferente de lograrlo. Por otra
parte, si ambas expresiones entregan el mismo producto, no hay
entonces obstaculo para sustituir una por otra en algin contexto de
accion y operacion en el cual es signo o la expresion numérica actuen
con libertad, es decir, sin obsticulos. Mas adelante veremos en qué
casos esto no sucede con igual autoridad.

Las expresiones “(1 + 1)+ (1 + 1) y 3 + 3", tienen la misma
referencia, a saber, el numero 6. Sin embargo, distinto sentido. En el
primer caso, hablamos de una suma de pares y en segundo, de una
multiplicacion. En estos casos, el sentido aparece con toda claridad y
esta claridad es producto de los signos relacionales, los que indican,
una manera precisa de obtener el producto o referencia. En otros
casos, la referencia aludida por ciertas expresiones numericas no
permite una sinonimia. Tal es el caso de las siguientes expresiones:
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g y “2 = 1", En estos casos, la referencia es distinta porque
también lo es el sentido. El sentido cambia cuando la referencia no es
la misma, por ejemplo:

o IO (TR y (2+2)-3-3

4 - (2) (4) - 9

Veamaos otros ejemplos:
Los siguientes pares de numeros son equivalentes. ;Por qué son
equivalentes?

Tenemos: (3.2) v (5.4)
{37 y (4) =7
(2) y (3)=17

Por lo tanto, ambos pares de nimeros son equivalentes: ambos
pares arrojan el mismo resultado (referente). Ademas, en estos casos
el sentido opera en forma inversa pero solo si esperamos un resultado
especifico (en este caso el nimero “7"). Dos pares de numeros son
equivalentes cuando: a + b =b + x. Veamos otro ejemplo:

Tenemos: (3,4 )y (7. 8) =11 Son equivalentes puesto que:
4+7 =[ly8+3=1]

La referencia es la misma y, el sentido, también. Pero si
hacemos la operacion inversa: 4 + 7 v 3 + 8, tenemos el mismo
resultado pero ahora hemos especificado la operacion mediante la
expresion “operacion inversa”. Asi, el resultado o referente es
aclarado por el sentido y, este Gltimo, aparece nitido, sin ninguna
mancha de oscuridad.

Ahora bien, de acuerdo a esta pauta podemos obtener la
siguiente conclusion: “cuando sumamos pares de nameros

93



equivalentes, obtenemos resultados equivalentes™. En otras palabras.
obtenemos el mismo referente, Obtenemos un nimero y no una cosa.

Tenemos: (Y # L)

(S5 + (3.9)
En estos cuatro pares de numeros, podemos obtener la misma
referencia mediante la misma operacion anterior. El sentido, por lo
tanto, no solo esta seialado por el signo “+", esto es, la suma. sino que

ademas por su referencia a un sistema.

Tenemos. 3i+1=4 5+3=

Ahora bien:

I

{F:2Z) + (LT} =(49r9) =17

(8+13)=17

(5.4 4 (3:9:)
7 10

En consecuencia, la referencia es la misma puesto que los
resultados son similares. Los nimeros equivalentes son una prucba de
como pueden operar sin ningin problema tanto el sentido y la
referencia propuesto por Frege. En este tipo de operaciones, como en
muchos otros mas, encontramos que la teoria de Frege opera sin
ningtin inconveniente. Sin embargo, es conveniente destacar algo. La
igualdad de referencia, en el sentido de que el objeto referente es el
mismo para dos expresiones distintas, no implica como conclusion la
sinonimia entre “igualdad™” e “identidad”. En efecto, dos expresiones
pueden ser iguales, pero no idénticas. Por el principio de identidad,
una cosa es idéntica a si misma, pero no idéntica a otra. Si dos
expresiones arrojan el mismo resultado, no significa que sean
idénticas. En estos casos es cuando se hace necesario precisar.
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Ahora veamos otras operaciones:
Tenemos:

Sean a + (b + c) las variables que representan a ciertos
nameros y sea (b + ¢) + a, las mismas variables con los mismos
numeros pero en distinto orden, vy dichos niimeros corresponden para
a=3,b=3yt=2,

Asi:
5+(3+2) = (3+2)+5
S+ 5 5 +35
10 10

La operacion llamada conmutatividad también es susceptible
de caer bajo la teoria de Frege. En este ejemplo, la referencia es la
misma, el nimero 5 y, el sentido, estd comunicado por el signo “+" y
por el sistema. Pasemos ahora a aquellos casos en los cuales no
podemos hablar con la misma autoridad de sinonimia entre
operaciones aritmeticas.

Sea:
A=(1234.8)yB=(a b cd .z)

En estas dos operaciones de conjuntos no es posible sustituir
el conjunto A por B ni por A. El primer conjunto tiene por referencia a
los numeros naturales vy, el segundo, a las letras del abecedario. Como
ambos conjuntos se refieren a elementos distintos, entonces la
sinonimia no es posible. Si la referencia es distinta, también lo es el
sentido... esto puede postularse como una ley e incluso la siguiente: si
la referencia es la misma, el sentido de dos expresiones puede ser
distinto y esto es lo que hemos visto anteriormente. Dos expresiones
pueden tener el mismo referente, pero con distinto sentido. Ahora
bien, en Logica Simbolica existen ciertas operaciones que pueden ser
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sustituidas por otras dando origen al mismo resultado (referente).
Tales operaciones son conocidas como leyes. Veamos algunas:

Leves de idempotencia:

a) A S By, B F = P
v Vv v Vv V Vv
Vv v vV Vv V v
F F F F F F
F F F F F F
v Y
Y V
E F
F F

En ambas operaciones el resultado es el mismo. Ambos
gjercicios son leyes porque aluden al mismo referente. En estos casos,
la sinonimia opera sin ninguna dificultad. El sentido esta dado por los
conectivos y por lo conectado: en el primer caso por la disyuncion y,
en el segundo por la conjuncion,

Leyes asociativas:

a) (P v 0) v R b) P v O v P
vV ¥ ¥ V.V V. ¥ ¥.N N
V V V V F ¥ Wl ¥ F
¥ NouE N.o¥ Vi i BV V

a) V V F V F b) V V F F F

Fo Nl V V F V V. V V
BNV V F F V V V F
F F F vV V F V - i
F F F F F F F V V F
R e ey, o 30 Py O .
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Todos estos ejemplos, muestran como se puede obtener un
mismo resultado a partir de operaciones distintas. Veamos ahora, si
obtenemos lo mismo en el dlgebra de la Logica.

Usamos fy t en lugar de “Fido™ y “Tractatus” y G, T, A, E, en
lugar de gato, gata animal y elegante, respectivamente. Realizamos la
operacion llamada cuantificacion:

i) Tractatus es animal P At

it) Tractatus no es animal ; Nat

iil) Tractatus es gata y animal @ Tt At

iv) Fido no es gato v no es animal: N (Af. Gf)

v) Fido no es un gato sino un elegante animal gata y aunque
tractatus no es elegante es un animal gato.

NG Ef. Af. Tf Net. At Gt

Del mismo modo podemos cuantificar las cuatro
proposiciones tipicas de la Logica tradicional: A, E, 1, O, Por "x"
representaremos a individuos vy, las propiedades, por la primera letra
con que comienza y con mayusculas.

1) Todos los hombres son racionales  (a) (x) (Hx.Rx)
i1) Algunos ladrones son santos (I) (Ex) (Lx.Sx)
ii1) Ningun animal recuerda (E) (x) (AX.NRx)
1v) Algunos hombres no son santos (O) (Ex) (Hx.INSx)

En estos casos, tenemos expresiones que aluden al mismo
referente y con idéntico sentido. Esto se ha logrado simbolismo en
donde la sinonimia arroja los mismo resultados. El propio Frege
reafirma esta conclusion: “Parece que en el presente gana cada vez
mas adeptos la opinion de que la aritmética es logica mas desarrollada,
de que una fundamentacion mas rigurosa de las leyes de la aritmética
conduce a leyes puramente logicas y solo a leyes de este tipo. Yo
también comparto esta opinién y fundo sobre ella la exigencia de
ampliar el lenguaje simbaélico de la aritmética para formar un lenguaje
simbolico logico” (7). He aqui ¢l comienzo de la Logica Simbolica.
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En efecto, afios mas tarde, en 1910, aparecera la obra Fundamentos de
la Matematica o Principia Mathematica, en la cual Russell y
Whitehead demostraron que toda la matematica se deriva de la logica
y que la primera es una rama de la segunda. constituyéndose la logica
en el fundamento de la matematica. De Frege extraera Russell la tesis
fundamental de la identidad de matematica y logica,

Los signos numéricos o simbolicos, son un género de casos
que no se presentan en el lenguaje comun, porque en matemdtica no
hay excepciones a la sustitucion de un termino por otro ya que, la
matematica misma, es extensional. Un signo numérico, un simbolo, es
libre para operar en cualquier contexto y en cualquier operacion. La
referencia no estd condicionada por el mundo.empirico y, por esta
razon, Frege pensaba que los numeros no eran propiedades de las
cosas. Cuando el nimero se asocia a un referente empirico, entonces
el sentido mismo pierde su exactitud. O como dice el profesor Atria
“lo logico-matematico tiene su propia autonomia estructural, sus leyes
de relacion que unifican sus simbolos logicos sin referencia univoca a
ningun contenido fisico determinado” (8).
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CONCLUSION

Hemos visto como la teoria de Frege Sobre el sentido v la
denotacion opera en la Matemitica y la Logica. Pero la referencia
implicada en las entidades numéricas o simbolicas es de una
naturaleza distinta a la implicada en expresiones verbales. En estas
ultimas, hacemos referencia al mundo de las cosas. De las cosas que
ocupan espacio y estan sometidas a las leyes del tiempo. En las
entidades matematicas o simbolicas hacemos referencia a un sistema,
con simbolos y reglas de incorporacion de otros simbolos, con
variables y operaciones. Todo este conjunto permite dar sentido a una
proposicion matemdtica o simbolica y, la referencia, la obtenemos
porque hay un todo que estd indicando el modo de proceder. Para
Frege el nimero no era una propiedad de las cosas, sino que una
abstraccion a partir del concepto de las cosas. Por eso decia “los
niumeros solo se asignan a los conceptos”.

Ahora bien, para ordenar lo que hemos detallado, utilizaré un
trabajo por profesor Cofré (9) y que otorga una excelente guia de
referencia hacia lo que estamos tratando. En efecto, el profesor Cofré
ordena las expresiones en tres categorias: a) expresiones reales, b)
expresiones irreales y, c) expresiones ideales. Las expresiones reales
comunican un estado de cosas “hic et nunc” o se refieren al pasado.
Las que se refieren al pasado son susceptibles de ser verificadas. En
cambio, las actuales, a pesar de que también se verifican, “constan su
presencia” en forma directa, en forma ostensible, por ejemplo, “la luna
es redonda™; en esta proposicion se alude a un estado de cosas, y hay
verificacion. Las expresiones irreales, por otra parte, nombran objetos
cuya existencia es imaginaria y que no se da en el mundo fenoménico.
Son los “entes de ficcion™, como por ejemplo, “los unicernios son
amigos de los centauros”. Esta proposicion tiene un sentido, pero no
tienen referencia empirica. Con respecto a las expresiones ideales,
como por ejemplo: “triangulo™, *8”, o “linea recta”, se hace referencia
a un sistema o a conceptos que nombran ciertas relaciones y que son
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creados por el intelecto. La proposicion: “triangulo es una figura plana
limitada por tres rectas”, tienc un sentido, otorgado por ¢l sistema,
pero la referencia, no es empirica, es lo que llamamos ideal, pura.

Ahora bien, en funcion de esta distincion, el profesor Cofre
distingue expresiones que constituyen un sin-sentido por la mezcla de
términos que correspondan a otros planos o contextos, Por ejemplo:

I. Confusion de plano real con el plano ideal:

@® “Napoleon fue numero primo’.

Napoleon es término real y numero primo, termino ideal. Esta
proposicion carece de referencia y de sentido,

2

Confusion del plano irreal con el plano ideal:

® ‘“‘Don Quijote fue numero entero”. Esta proposicion no posee
referente ni sentido.

3. Confusion del plano irreal con el plano real:

® “Sancho Panza fue embajador en Italia”. Enunciado con sentido
pero sin referencia perceptible.

4, Confusion del plano real con el plano irreal:

® ‘“Napoleén fue hermano de Don Quijote”. Expresion que posee
sentido pero no referencia perceptible.

« Magister en filosofia, Universidad Austral, Valdivia.
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