INTUICIONISMO Y OBJETIVIDAD
Miguel Espinoza Verdejo'

Podemos constatar dos hechos: primero, para todo intuicionista en filosofia o
en matemdticas, lo que existe al interior de la mente es el tnico contenido del
pensamiento y del conocimiento, la Gnica fuente de la verdad. Segundo, la ciencia es
una actividad y un patrimonio colectivos. La pregunta es entonces: ;jcomo puede el
imtuicionista conciliar estos dos hechos? El objetivo de este ensayo es dar una idea
del intuicionismo en matematicas, en particular del pensamiento de Brouwer, y evaluar
algunas criticas dirigidas contra la (supuesta) subjetividad de esa doctrina. Terminaré
sugiriendo que alguna especie de intuicionismo puede ser ¢l complemento
epistemologico necesario del platonismo,

1. CARACTERISTICAS GENERALES DEL
INTUICIONISMO

Segun los periodos de la lustoria y los adversarios del idealismo, esta doctrina
ha adoptado diversas formas. Se supone que una de ellas en el campo de la filosofia
de las matemiticas es el intuicionismo. Pero no es ficil establecer si en particular el
intuicionismo de Brouwer es un idealismo. Para un idealista, ser es ser concebido en
una experiencia mental. Ahora bien, decir, como lo hace el matematico holandés, que
no tenemos derecho a afirmar la existencia si no tenemos contacto intuitivo con ella,
no equivale a la afirmacion idealista que ser, es ser concebido o percibido, que nada
existe fuera de la experiencia humana.

Antes de su existencia en filosofia de las matematicas, el intuicionismo es
una doctrina que da la prioridad al conocimiento directo de ciertos objetos o verdades
considerados como fundamentales en sus campos respectivos, de objetos o verdades
que se ven. La intuicion produce visionarios como Platon o Descartes. La intuicion
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sugiere un contacto directo con lo aprehendido, la operacion del espiritu presenta el
caracter de la inmediatez. Y esta percepcion directa seria prolongada por la imaginacion
concreta y hasta ahi llegaria lo intuitivamente verdadero, El entendimiento, el intelecto
o larazon, atados a las posibilidades del lenguaje y a la abstraccion, serdn para siempre,
en la tradicion intuicionista, un medio sospechoso de conocer.

Se¢ supone que un conocimiento intuitivo no ocurre normalmente en etapas,
no es gradual como una inferencia, como el conocimiento que presupone el lenguaje,
como la aplicacion de un algoritmo. Pero eso no es todo porque a veces en matematicas
se entiende también por intuicién las operaciones de calculo o lo que llega a entenderse
facilmente. En la intuicion, lo aprehendido v la operacién de la mente forman un solo
proceso, tienen una sola forma. Por eso, en el conocimiento intuitivo no se plantea el
problema de la verdad-adecuacion. Esta Gltima presupone que la mente puede distinguir
un objeto o un fendmeno. Es esta ausencia de distincion, la inmediatez o la facilidad
de entendimiento que ha dado a los intuicionistas la confianza en tal forma de
conocimiento. Todo conocimiento gradual y mediato, toda inferencia debe estar basada
finalmente sobre verdades intuitivas.

Si el intuicionista se priva del lenguaje como medio de conocimiento, puede
conocer muy pocas cosas. Hay un gran intervalo entre lo que afirmamos conocer vlo
que conocemos efectivamente de manera intuitiva. ¢Cual habria sido el contenido de
la filosofia cartesiana si su método se hubiera basado en un principio Unico, la evidencia
de la intuicion? Una pobreza extrema, El segundo principio lo salva, la veracidad
divina: ella le garantiza el paso a la ontologia. Gracias a la veracidad divina, a la cual
Descartes cree llegar gracias 4 su primer princi pio, las intuiciones pueden organizarse
en un discurso, en un saber; la veracidad divina le permite creer que las substancias, las
leyes del movimiento, las relaciones logicas corresponden a sus intuiciones.

Segln los intuicionistas, que son tipicamente pensadores espiritualistas y con
tendencias a la soledad, la razon lingiiistica mata las esencias, mata la verdad. Las
palabras tienen una significacion fija que disimula la variabilidad intrinseca de los
fendmenos, los signos analizan mas alla de lo Justo, generalizan y reducen. Otro
intuicionista, Bergson, critica al lenguaje matemético su incapacidad de describir la
duracion que ¢l consideraba como lo esencial de los fendmenos, y a juicio de
Schopenhauer, las verdades mueren en el momento en que son encarnadas en las
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palabras. Brouwer tuvo propésitos tan fuertes como esos contra el lenguaje, agregando
que ya el hecho de dirigirse a alguien con la palabra, como yo lo hago ahora por
cjemplo, es imponer una voluntad y atentar contra la libertad.

Veremos como algunas de estas caracteristicas generales del intuicionismo
se encuentran manifiestas primero en los pre-intuicionistas franceses y luego en el
intuicionismo de Brouwer. La razon para proceder asi es que Brouwer se consideraba
un discipulo de la manera francesa de pensar que ¢l contraponia a la manera alemana
o formalista,

2. LOS PRE-INTUICIONISTAS

Evidentemente el trabajo de los pre-intuicionistas es admirable en calidad y
en cantidad e imposible de resumir en pocas paginas. En este contexto me limito a
exponer algunas de sus creencias precursoras a las de Brouwer sobre quien este trabajo
estd centrado. Antes de convertirse en una serie de tesis conscientes y positivas sobre
la naturaleza de las matematicas en las manos de Brouwer, otros matemiticos,
reflexionando sobre el significado de sus trabajos. prepararon el camino con criticas
dirigidas a las matematicas clasicas. Por ejemplo, Kronecker consideraba que los
trabajos de Cantor sobre los transfinitos y sobre la teoria de conjuntos no formaban
parte de las matematicas sino del misticismo. Segin Kronecker, los enteros naturales,
obra divina, son intuitivamente claros y por lo tanto aceptables, mientras que algunas
teorias como la de los irracionales son obras humanas de las cuales hay que desconfiar.
La critica global de Kronecker afirma que muchos sectores de las matematicas no
proporcionan ni criterios ni métodos constructivos para determinar sus objetos, v
esto en un niimero finito de pasos. Este tipo de criticas se encuentra sobre todo en los
trabajos de lo que puede llamarse «la escuela francesa». Como Kronecker, Poincaré
consideraba que los enteros naturales son evidentes y se burla de la complicada
definicion logicista del nimero uno por parte de Russell. Para Weyl, el enunciado
“hubo estos tonos™; es muy inteligible en si mismo y no hay necesidad de buscar un
conjunto de tonos escuchados,

Pre-intuicionistas: asi pueden llamarse algunos matematicos como Poincaré,
Baire, Borel. Lebesgue v Lusin. Prevalece en ellos una actitud critica hacia la existencia
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de entes que no resultan de una intuicion, Zgué quiere decir, no resultar de una intuicion,
o no ser evidente, o no ser inteligible? Quicre decir que no se sabe:

- ¢omo especificar una afirmacion general,

= ¢omo nombrar un elemento de un conjunto,

— como obtenerlo de manera computacional, es decir, como pensar un
mecanismo o una regla que forme el ente en cuestion.

Se trata de una exigencia que hard suya mds tarde Brouwer.

Por ejemplo, en lo que conciernen los enteros, se tiene la representacion de
ejemplares particulares més una operacion, sucesor, que permite la formacion de
cualquier entero.

En lo que concierne los nimeros irracionales, se tiene la representacion de
ejemplares particulares como la raiz cuadrada de 2, o 7. O bien se poseen algoritmos
cuya aplicacion da una respuesta a problemas de decisién o de calculabilidad en un
numero finito de etapas, o bien se sabe que una coleccion posee alguna propiedad
invariante cuando se cambia de elemento. Una vez que esta actitud critica de los pre-
infuicionistas se verd completada con elementos positivos y unificados se podrd hablar
en sentido estricto de la doetrina intuicionista: es lo que hizo Brouwer.

Un intuicionista, en el sentido filosofico o matematico del término, hace
hincapi¢ en el hecho que no hay conocimiento sin contacto conereto con lo que se
describe o afirma, sin prueba, v que el sujeto encargado de eso es un ser humano
cuyos Organos sensoriales ¢ intelectuales son limitados o finitos. Asi, el método por
excelencia, en las ciencias naturales como en las matematicas, tiene que ser la induccion
puesto que todo contacto de una mente finita con algo no puede ser sino parcial,
local, y de ahi se intentard generalizar. Nuestro horizonte cs siempre finito. Se entiende
entonces que al menos en el caso de los pre-intuicionistas la ocasion de la bifurcacion
matematicos clasico por un lado e intuicionistas por otro haya sido dada por la discusion
alrededor del infinito, un tema que nos viene por lo menos de Zenon de Elea y cuyas
paradojas nos han obligado a distinguir los aspectos fisicos y matematicos del
problema.

De hecho, una confusién de ambos terrenos tenderia a dar la razon a los que

RS



quieren excluir toda alusion al infinito. Tanto la quimica de fines del siglo
XIX con su tabla de elementos como la fisica de hoy tienen fuertes argumentos a
favor del caracter discontinuo de la materia. Pero una constante de los matemiticos
¢s considerar que el infinito no tiene nada que ver con los objetos finitos de nuestro
mundo sensible, que ¢l infinito es una idea de la razon sin medida comin con los
objetos sensibles finitos, que el infinito es y que nada, excepto ¢l mismo, puede dar
una idea de si mismo. No solamente ¢l infinito v lo finito serian de una especie diferente,
sino que se excluirian mutuamente.

Desde hace mucho tiempo ¢l infinito ha sido parte de las matematicas sin que
su utilizacion se considere chocante. En el dlgebra elemental aparece bajo la forma de
una cantidad finita que habria que dividir por cero. ;Qué sentido puede tener tal
operacion, como utilizar un divisor inexistente? Aparentemente ¢l problema no tiene
solucion razonable. Pero el matematico no se deja detener por tal imposibilidad y
quisiera encontrar una solucion. A medida que el divisor disminuye, el cuociente
aumenta; y si el divisor se encuentra por debajo de todo grado de pequeiiez, el cuociente
se eleva sobre todo grado de cantidad. Asi la division de un niimero por cero significa
que ninguna cantidad finita soluciona el problema, y asi se afirma que la solucion es
el infinito.

El matemitico descubre un sentido a las operaciones o a las cosas que parecian
absurdas. En la geometria plana euclidiana, el punto de encuentro entre dos rectas
paralelas estd situado en el infinito, Se usa también el simbolo del infinito en el estudio
de la elipse: si la distancia entre los centros es infinita, se infiere que Ia elipse tiene un
solo centro v gue se trata no de una elipse sino de una pardbola. Si un poligono tiene
un numero infinito de lados, se infiere que el poligono es una curva.

Estos ejemplos ilustran lo que decia antes, que entre lo finito y el infinito hay
una diferencia cualitativa: un poligono es una cosa, una curva es otra de naturaleza
diferente. Lo finito puede aproximarse al infinito, pero nunca lo alcanza, Por eso hay
una diferencia importante entre la nocion de limite del lenguaje corriente y la nocion
matematica: en la vida corriente, un limite puede pasarse o al menos tocarse, mientras
que en matemdticas, ¢n los casos no triviales, no solamente el limite no puede pasarse
sino que ni siquiera puede tocarse. Esta observacion nos servird mas adelante para
evaluar, al menos parcialmente. lo que los intuicionistas dicen sobre el infinito.
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Sin la imaginacion racional las matemadticas no existirian: quiero decir sin
esta operacion mental que consiste en no querer dejar jamas sin solucion un problema
bien planteado. Por ejemplo, es asi como se han inventado o descubierto los diferentes
tipos o conjuntos de niimeros. Y esta imaginacion racional, una vez que ha hecho el
trabajo de aceptar un nuevo ente en su ontologia, vuelve a los mismos algoritmos,
repite lo que ya sabe y domina: la suma y la resta, la multiplicacion y la division, la
potencia y la raiz, la relacion exponencial y la logaritmica. relaciones o funciones
circulares o trigonométricas, elipticas, ete. La imaginacion aqui es racional y necesaria,
excluye lo arbitrario. Esto se ve en las aplicaciones, en la generatividad de las
matematicas. Piénsese por ejemplo en el cileulo infinitesimal.

La imaginacion nos ha dado el infinito que aparece en los nameros irracionales
(los inconmensurables), es decir el continuo obtenido aplicando a los nimeros
racionales, las fracciones, la idea de una seric infinita de alteraciones de amplitud
cada vez menos sensible, los infinitos introducidos con los caleulos diferencial e
integral por Leibniz y Newton, las series infinitas convergentes y el transfinito. Ahora
bien, varios matemiiticos consideran que una constante en la historia de los modos de
aparicion del infinito es que éste se ha mostrado jabonoso para la logica, quiero decir
que lalogica se ha visto cada vez en la incapacidad de dar cuenta de manera satisfactoria
de los razonamientos en los que aparece el infinito. Por €50, no hay que extrafarse si
las discusiones sobre la naturaleza del infinito v las maneras de concebirlo estin en el
centro de las filosofias de las matematicas recientes y constituyen un lugar privilegiado
para discutir las tesis intuicionistas.

Segun Cantor, existe una infinidad no numerable de nimeros, y Lebesgue
observa que Cantor no se da los medios de nombrar tal infinidad. Se muesira solamente.
continia Lebesgue, que cada vez que se tendrd una infinidad numerable de niameros,
se podra definir un nimero gue no forma parte de esta infinidad (la palabra definir
quicre decir: nombrar una propiedad caracteristica de lo definido). Una existencia de
esta naturaleza puede ser utilizada en un razonamiento y de la siguiente manera: una
propiedad es verdadera si el hecho de negarla lleva a admitir que se pueden ordenar
todos los mimeros en una serie numerable. Creo que no puede intervenir sino de esta
manera.

Y Baire escribe: Para mi, el progreso en este orden de ideas consistiria en
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delimitar el dominio de lo que es definible. Y, a fin de cuentas, a pesar de las apariencias,
todo debe reducirse a lo finito. He agui un tercer testimonio de Borel: Cuando se trata
del infinito que no es numerable, creo constatar que todos los discursos por medio de
los cuales se ha intentado despertar en mi la idea no han sugerido otra cosa a mi
imaginacion que el infinito numerable; los razonamientos sobre los simbolos alephs
conservan para mi un cardcter solamente abstracto que no corresponden a ninguna
realidad. En su articulo Intuicionismo y Formalismo de 1912 Brouwer no dird otra
CO5H.

Una de las reglas mencionadas por Poincaré en su polémica contra Russell
establece que nunca hay que perder de vista que toda proposicion sobre el infinito
debe ser la traduccion, el enunciado abreviado de propesiciones sobre lo finito. (la
logique de ['infini in derniéres pensées) Russell adopta el punto de vista realista del
matematico clasico, es decir, aquél que atribuye a la l6gica un valor absoluto y
universal, y este valor seria el mismo tanto en el dominio de los entes finitos como en
¢l de los infinitos. Por ¢jemplo, en su articulo sobre los axiomas de la geometria
publicado en la Revista de Metafisica y de Moral en 1899, Russell escribe que todo lo
que se puede descubrir medianie una operacion debe existir independientemente de
esta operacion. América existio antes gue Cristobal Colon y dos cantidades de la
misma especie son necesariamente iguales o desiguales antes de ser medidas. Como
Russell, Hadamard (que en esto es una excepeion en el ambiente francés de la ¢poca).
toma la posicién contraria a la de los pre-intuicionistas. A la pregunta: jpuede
demostrarse la existencia de un ente matematico sin definirlo? Hadamard responde
afirmativamente, y escribe: Que nos sea imposible, por lo menos actualmente, nombrar
un elemento de un conjunto infinito, es verdad. Pero ¢so es un problema para ustedes
(quiere decir, para los intuicionistas), no para mi. (Esta cita, asi como las otras de
Baire, Lebesgue v Borel estin sacadas del libro de Emile Borel: Lecciones sobre la
tearta de funciones).

3. EL INTUICIONISMO DE LUITZGEN EGBERTUS JAN BROUWER
(1881-1966)

Una vez que Brouwer estudio las matematicas de los pre-intuicionistas y

aquélla de los formalistas, sacd la conclusion siguiente que determino su orientacion
filosofica y matemética: una parte de las matematicas es autonoma, es decir, exacta,
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absoluta, confiable y universalmente reconocida sin tener necesidad ni de la
logica ni del lenguaje. Es lo que ocurre, por ¢jemplo, con la teoria elemental de los
enteros naturales, con ¢l principio de la induccion completa y con otras partes del
dlgebra. En cambio, la parte que no es autonoma v que requiere de la logica v del
lenguaje es la teoria del continuo y de los niimeros reales. En este caso, se requicre
una prueba de la existencia no-contradictoria de tales entes.

Segun Brouwer, las dos tesis principales de la filosofia intuicionista. o actos
del intuicionismo, son los siguientes: El primer acto del intuicionismo, escribe Brouwer
(Historical Background, Principles and Methods on Intuitionism in South African
Journal of Science, Oct.-Nov., 1952, p.142) separa completamente las matematicas
del lenguaje matematico, y en particular de los fendmenos del lenguaje descritos por
la logica tedrica, y reconoce que la matematica intuicionista es esencialmente una
actividad mental desprovista de lenguaje cuyo origen se¢ encuentra en la percepeion
del movimiento del tiempo, es decir, de la separacion de un momento de vida en dos
cosas distintas, una de las cuales hace surgir la otra pero queda retenida por la memoria.
Si se le quita a la dou-unidad asi obtenida toda cualidad, queda la forma vacia del
substrato comtin a todas las dos-edades. Tal substrato comun, tal forma vacia,
constituye la intuicion basica de las matematicas. El segundo acto del intuicionismo
0 segunda tesis, es constructivo y prolonga lo que el primer acto hace posible; asi el
autodesarrollo de la intuicion primordial del paso del tiempo es la base de la
construccion de los nimeros naturales v del continuo intuicionista.

Uno de los articulos principales de Brouwer intitulado: Conciencia, filosofia
¥ matematicas se terminan asi: Espero haber mostrado que el intuicionismo por una
parte hace de la logica una ciencia mas sutil, v que por otra no la reconoce como
fuente de verdad. Espero haber mostrado también que la matematica intuicionista es
una estructura interior y que la investigacion de los fundamentos de las matematicas
es una busqueda interior con consecuencias importantes, esclarecedoras y hiberadoras
incluso en dreas del pensamiento mas alld de la matematica. (10th International
Congress of Philosophy, Amsterdam, 1948, Proceedings 1. Fascicule 11, Amsterdam.
North Holland Publishing Company, 1949, pp. 1243-9). Lo que Brouwer implica es
que lo colectivo, lo exterior, limita la libertad.

Para Brouwer la matematica es una arquitectura interior, mental. Kant habia
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visto en el tiempo y en el espacio, que son para ¢l formas puras @ priori de la
sensibilidad, la posibilidad de los juicios sintéticos a priori de las mateméticas. El
espacio es la condicion de la geometria, el tiempo. la condicion de la aritmética. El
intuicionismo brouweriano puede ser asociado en parte a la idea de Kant porque para
el filosofo el tiempo es la forma del sentido interno, pero, diferente a Kant, Brouwer
piensa que se puede reducir la geometria al dlgebra, como lo mostrd Descartes.

Brouwer escribe: La conciencia en su morada mas profunda parece oscilar
lenta. involuntaria y reversiblemente entre el reposo y la sensacion. Pareciera que
solo el estado de sensacion hace posible el fenomeno que marca el comienzo del
movimiento del paso que acabo de mencionar, y que es un acto del tiempo. Gracias a
la accion del tiempo (o al golpe del tiempo segin algunos traductores) una sensacion
presente hace surgir otra sensacion presente, de manera que la conciencia preserva la
primera de estas sensaciones en fanto que sensacion pasada y que ademas, gracias a
esta distincion entre el presente y el pasado, se aleja de una y de otra, y también del
reposo, para llegar a ser un mtelecto (Ibid).

En su Discurso Inaugural de la Universidad de Amsterdam en 1912
Intuicionismo y Formalismo, Brouwer dice que la intuicion de la dos-edad, la intuicion
fundamental de las matematicas, crea no solo los nimeros uno y dos sino tambien
todos los nimeros ordinales finitos, puesto que uno de los elementos de la dos-edad
puede pensarse Como una nueva dos-edad, proceso que puede repetirse indefinidamente
y cuya continuacion engendra el numero ordinal infinito mas pequeio, . Finalmente,
osta intuicion fundamental de las matematicas donde se unen lo conexo ¥ lo separado,
lo continuo y lo discreto, da lugar inmediatamente a la intuicion del continuo lineal,
es decir, del entre, que no se agota con la interposicion de nuevas unidades, y que por
lo tanto no puede nunca pensarse como una simple coleccion de unidades.

Las ideas que acabo de describir son capitales para entender a Brouwer y
podemos ordenarlas de la manera siguiente: Primero, la conciencia estaria en un estado
de indiferencia. Segundo, el paso del tiempo la saca de esta indiferencia. Tercero, al
salir de la indiferencia, se producen sensaciones; la conciencia oscila reversiblemente
entre las sensaciones. Cuarto, al interior de las sensaciones podemos distinguir el
sujeta del objeto. Quinto, el paso del tiempo retine las sensaciones distintas y la
infinidad de lo que estd entre estos limites (las sensaciones distintas son los limites
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del intervalo temporal). Sexto. la percepeion de la dos-edad abstracta (es decir, la
pereepeion exenta de toda cualidad afectiva), es la intuicién primordial, el origen de
la actividad matematica, Séptimo, esta dos-edad engendra por iteracion la multiplicidad
del mundo de la representacion y del devenir, los enteros naturales y los niimeros
ordinales finitos. Octavo, la intuicion del continuo es posible porque la segunda parte
de la dos-edad presupone el recuerdo de la primera, ambas unidades se sostienen o
contienen mutuamente. Finalmente, la reflexion permite la introduccion del intelecto
que separa y con €l la individuacion,

Estos pirrafos sobre el nacimiento de las matematicas son metafisicos, o si se
quiere, metafisicamente raros, sin conexion con ¢l pensamiento occidental, y eso
puede explicar que incluso algunos de los que ven el intuicionismo brouweriano con
simpatia no quicran retener sino los aspectos 16gicos de su doctrina desarrollados en
gran parte por sus discipulos. Como hecho curioso, quisiera hacer notar que varias
paginas del articulo Filosofia, conciencia y matemiticas, capitales para entender a
Brouwer, fueron dejadas de lado en la edicion hecha por Putnam y Benacerraf en el
volumen colectivo Filosofia de las matematicas, como si la metafisica fuera un equipaje
mutil para el profesional. Recientemente, en algunos textos anglosajones (por ejemplo
en los de M. Dummett), se considera ¢l intuicionismo casi Unicamente desde un punto
de vista logico: lo esencial de la discusion actual ha llegado a ser la revision de las
leyes de base de la logica.

Muchas veces se puede distinguir nitidamente entre fas creencias no cientificas
que han dado origen a una hipotesis o a un método, y el resultado cientifico positivo,
Si la ciencia es una coleccion de resultados, éstos pueden utilizarse sin preocuparse
de su génesis; pero si la ciencia es una biisqueda de inteligibilidad, entonces ¢l aparato
metafisico ya no es tan dispensable. La comprension de la metafisica de Brouwer
permite apreciar mejor lo que quiso hacer asi como su comportamiento dentro v fuera
de las matematicas; de manera mis especifica, como lo veremos, permite elucidar
malentendidos acerca de su supuesto solipsismo o subjetivismo. La obra de Brouwer
muestra que armonizo las matemdticas con su metafisica.
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4. INTUICION Y CONSTRUCCION

No hay que ver en la intuicion o en la construccion algo mistico porgue es, en
las palabras de Arend Heyting, «la facultad de considerar distintamente algunos
conceptos y conclusiones que intervienen normalmente en nuestros pensamientos
habituales». La idea de construccion viene de las operaciones de la geometria
(utilizacion de la regla y del compas) como aquellas efectuadas por los gedmetras de
la Antigiiedad: se dibujan figuras y se buscan enseguida las propiedades significativas.
Piénsese en el método exhaustivo empleado por Arquimedes para medir la longitud
de la circunferencia.

Recordemos que para los geometras de la Antigiiedad la construccion no es
criterio de existencia, contrario a lo que constatamos hoy. Desde la Antigiiedad los
procedimientos constructivos por excelencia son los algoritmos. Una cosa es demostrar
la existencia pura de un objeto y otra, distinta, es construir, dar teoremas que muestran
como se obtienen los objetos. Para Brouwer, la intuicion no es exactamente lo mismo
que la aplicacion de un algoritmo porque lo Gltimo puede hacerse mecanicamente,
mientras que la intuicion exige la comprension.

Jean Largeault se dio cuenta de algo importante, que la paradoja de Brouwer
consiste en haber querido unificar, bajo ¢l nombre de intuicion, el andlisis del gedémetra
y la sintesis demostrativa o algebraica, sometiendo la generatividad formal de esta
tltima a criterios de vision directa, «gracias a los ojos del espiritun. Sin construccion
efectiva, el concepto de existencia es absurdo. La teoria del conocimiento de Brouwer
tiecne elementos que nos recuerdan el empirismo, la verdad baja del pedestal metafisico
al epistemologico: la verdad es la verificacion. Las Gnicas verdades que existen, dice
el matematico, son aquellas de las cuales hemos tenido la experiencia (Brouwer).

Brouwer acepta, porque se lo puede construir intuitivamente, el nimero ordinal
infinito mas pequefio, ®. Este nimero es numerable. Los conjuntos de la misma
potencia que el nimere ordinal w son numerablemente infinitos y su potencia es el
Aleph0, la potencia infinita mas pequefia. Esta es la (nica potencia infinita admitida
por los intuicionistas. Pero el concepto de nimero ordinal numerablemente infinito
no da el derecho de crear ¢l conjunto de todos los nimeros ordinales numerablemente
infinitos, este tltimo no tiene ningin significado claro, Se sigue que el Alephl no

02



Revista Limite N° 7, 2000

tiene significacion clara, lo que implica a su vez que no se tiene derecho a afirmar que
el Alephl sea superior al Aleph0. De la imposibilidad de construir un conjunto de
nimeros ordinales numerablemente infinitos el cual se pueda probar que tenga una
potencia inferior a la del Alephl y mayor que la del Aleph0, no se puede inferir que el
Alephl sea el segundo ordinal infinito mds pequeiio —la proposicion no tiene sentido
intuicionista (ver Brouwer, Intuicionismo y formalismo).

{Qué incluye exactamente la intuicion inteligible segin Brouwer? Lo hemos
visto al considerar los pre-intuicionistas: como especificar una afirmacion general,
como nombrar un elemento de un conjunto, como pensar una regla que forme el ente
en cuestion. Pero eso no es todo: si los métodos intuicionistas utilizan los co nceptos
abstractos de predicado, propiedad, prueba, funcion y especie o clase, entonces estos
métodos van mas alld de lo intuitivamente evidente. Por la misma razon Hilbert pensaba
que la induccidn no es intuitivamente evidente. Fstas dificultades explican, por lo
menos en parte, el sentido del trabajo de un seguidor de Brouwer como Heyting
qQuien en su logica intuicionista transforma los fundamentos del intuicionismo para
asentar la doetrina en una base menos estrecha,

5. LAVERDAD Y EL TERCERO EXCLUIDO

Un objeto matematico existe, segiin Brouwer, si puede ser construido a partir
de Ia intuicion primordial. No basta con que la concepeion de un ente matematico
este exenta de contradiccion, no basta con que se lo pueda obtener mediante la
aplicacion de los principios de la légica tales como la ley del tercero excluido y la
doble negacion. Por ejemplo, Cantor creia en la realidad objetiva de los nimeros
transfinitos y en su ausencia de contradiccion. Si es falso que algo no es verdadero,
entonces aquello es verdadero segiin Aristoteles, la logica cldsica bivalente y el sentido
comun al menos en Occidente (aparentemente en Oriente las cosas no son asi). Se
trata de la base de la demostracion por reduccion al absurdo, procedimiento benéfico
en la ampliacion del dominio de las matematicas. Sin embargo, uno de los puntos
principales de la filosofia de Brouwer es que un argumento por reduccion al absurdo
no constituye un medio para construir efectivamente la entidad demostrada.

Por eso, comenta Brouwer, la fisica aristotélica que utiliza el tercio excluso
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no es valida a priori y debe verificarse por la experiencia. Recordemos que Leibniz,
entre otros, pensaba que una de las diferencias entre los entes matematicos y los
fisicos es que para afirmar la existencia de los primeros es necesario y suficiente que
sean no-contradictorios, mientras que los entes fisicos necesitan, ademas, una razon
suficiente. Brouwer no aceptaria esta diferencia afirmando gue los entes matematicos
necesitan, ellos también, una razon suficiente para existir.

De la falsedad de la inexistencia de un objeto no se puede inferir, en logica
brouweriana, que el objeto existe. Lo que Brouwer quiere es poder controlar la
existencia que se afirma, por eso el principio del tercero excluido no es problematico
cuando se trata del conocimiento de propiedades definidas de colecciones finitas,
pero puesto que la misma claridad no existe en el dominio de las colecciones infinitas,
ahi su uso incontrolado es ilicito. Segun Brouwer, la creencia en la aplicacion universal
del tercero excluido puede explicarse historicamente en tres pasos: primero, la logica
clisica fue abstraida de las matematicas de los subconjuntos de un conjunto finito
definido, es decir, de un conjunto del cual se exhiben sus elementos; segundo, se le
dio a esta logica una existencia a priori independiente de las matematicas, y tercero,
de manera ilicita se aplico esta logica a las matematicas de los conjuntos infinitos.

El matematico intuicionista exige que a toda forma discursiva o lingiiistica
corresponda una idea que la conciencia pueda observar. El uso generalizado del tercero
excluido presupone erroneamente que toda proposicion es necesaria v eternamente
verdadera o falsa. Eso presupone erroneamente el caracter completo, acabado y
determinado de todos los conceptos y sistemas de conceptos. Brouwer creia en la
libertad v en la contingencia de por lo menos algunos de los entes matemdticos
(piénsese por ejemplo en el axioma de seleccion); creia también que algunos entes
matematicos, como ¢l infinito potencial, tienen propiedades que evolucionan, por lo
que no todo ente tiene un cierto numero de propiedades fijas de una vez y para siempre.

Lo verdadero es lo verdadero conocido, mientras que para un realista platdnico,
todo enunciado bien formado es eternamente verdadero o falso (recordemos la
afirmacion de Russell: Todo lo que se puede descubrir mediante una operacion debe
existir independientemente de esta operacion). De acuerdo al intuicionista s6lo tenemos
¢l derecho de afirmar que hay entes cuando estan debidamente construidos, mientras
que los que no cumplen con este requisito son seres aparentes, insubstanciales. Segiun
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Brouwer, las verdaderas matematicas son aquéllas que estin bien construidas,
Yy en ese caso son necesariamente consistentes. Por eso el matematico holandés no
prestd interés a los teoremas de Gédel, en particular al segundo que afirma que lo que
no se puede probar es que un enunciado de una teoria pueda expresar su consistencia.
En sentido estricto, desde el punto de vista intuicionista una prueha formal de
consistencia esta de mas.

6. ELCONTINUO Y EL DEVENIR

Brouwer, como Knonecker, reconoce a los enteros naturales 1,2, 3... un esta-
tuto especial: su formacion es paradigma de la construccion mental. La base es la
idea de unidad y el poder operatorio de la mente, lo que nos trae a la mente, entre
otros, a Kanty a E. Le Roy. Se puede repetir la unidad v el paso de n a n+1 conduce
a los conjuntos infinitos. Desde Cantor v Dedekind los con juntos se caracterizan por
la consideracion simultdnea de una infinidad de elementos, por lo que el infinito llega
a ser concebido como una totalidad acabada en acto, Brouwer modifica la nocion de
conjunto considerando en cambio los conjuntos en devenir e introduce la nocion de
secuencia de seleccién de numeros racionales. Tal secuencia estd formada por un
segmento inicial finito y por una regla que indica cdmo continuar la secuencia, pero
la regla puede dejar espacio para una cierta libertad en la seleceion de los elementos
sucesivos, Brouwer admite solo aquellas secuencias que estin determinadas por su
regla y por un nimero finito de elecciones efectivas. Estas nociones le permitieron
probar, contrario a las matematicas clisicas, que toda funcion completamente defini-
da en un intervalo de niimeros reales es uniformemente continua.

El infinito de Brouwer es un medio en devenir libre; el infinito es solamente
posible como el infinito potencial de Aristoteles, «aguello fuera de lo cual sigmpre
hay algon. Segin Brouwer, el nimero real que es el individuo con el cual se forma el
continuo, no tiene que ser definido por un conjunto sino por una secuencia de nimeros
naturales. El matemitico holandés muestra que muchas veces cuando las proposiciones
del analisis tradicional son correctamente interpretadas, concierne simplemente la
totalidad de los niumeros naturales, y cuando ¢so no ocurre, entonces la nocién de
secuencia cambia de significado: ya no se trata de una secuencia determinada por una
u otra ley —y esto es muy importante- sino que se trata de una secuencia creada paso
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a paso gracias a actos libres de seleccion, por lo que la secuencia permanece
en un estado de devenir constante. La secuencia selectiva en devenir representa el
continuo, mientras que la secuencia determinada al infinito por una ley representa el
nimero real individual que cae en ¢l continuo.

Reflexionando sobre la inteligibilidad del continuo, Jean Largeault observa
lo siguiente: las entidades pueden ubicarse por lo menos en una de estas dos clases:
en una de ellas estarian el punto, lo solido, lo finito, lo discreto, la esencia, lo racional,
mientras que en la otra clase encontrariamos el continuo, lo fluido, lo indefinido, la
imaginacion, la percepcion del movimiento, el tiempo que transcurre entre dos
instantes, la existencia, etc. La ventaja de la concepcion atomista del continuo es que
permite aprehender los puntos individuales, pero el precio es elevado ya que se sacrifica
la comprension del flujo del continuo.

7. INTUICIONISMO Y OBJETIVIDAD

La sofisticacion del intuicionismo de Brouwer hace que no puedan aplicéirsele
tal cual las objeciones que tradicionalmente se han presentado contra los intuicionistas.

Veamaos cudles han sido o podrian haber sido estas objeciones, y si valen o no
contra ¢l desde el punto de vista del matematico. La encuesta se complica porque
aparentemente, por motivos de polémica o para asegurarse que su originalidad no
pasaba desapercibida, Brouwer se habria expresado algunas veces de un modo que
no refleja fielmente su pensamiento. Mi trabajo no consiste aqui en decidir, sobre el
fondo las cosas, quien, Brouwer o sus criticos, ticne razén. Aunque eso es importante
en si, nos llevaria a una larga discusion que no puede tener lugar en nuestro contexto
actual. Me limito entonces a exponer las criticas y las respuestas que Brouwer puede
dar.

1) El argumento contra el solipsismo. El solipsismo seria la consecuencia del caracter
subjetivo o ideal del conocimiento; los otros yoes de los cuales se tiene una

representacion son ficciones, seres sin existencia independiente.

Respuesta:
Para Brouwer la nocion de una realidad en si no construida, de una realidad
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independiente de la conciencia, no tiene sentido, o bien, en el mejor de los casos,
designa la representacion de una conciencia universal, Tal vez, después de todo, ;por
que descartar la posibilidad que en la mente del genio la intuicion v la realidad en si
s¢ unan?

El componente principal de su metafisica es que existe un solo Yo, una sola
conciencia universal. Por eso no puede siquiera decirse que la filosofia de Brouwer
sea solipsista. Afirmar, como lo hizo Brouwer en su Tesis de 1907 Sobre los
fundamentos de las matematicas, que los otros yoes v que incluso sus propios estados
mentales futuros son ficciones, no es declararse solipsista. El solipsismo es la idea
que la existencia de las conciencias diferentes de la mia no puede ser demostrada, Se
piden argumentos.

Asi, el solipsismo presupone la multiplicidad de conciencias. pero segin
Brouwer esta altima idea es absurda: la conciencia no es algo que se pueda multiphi-
car mi dividir. Hemos visto que lo que se experimenta cuando la conciencia estd en su
tltima morada es el todo indiferenciado. El intelecto, la razon y el lenguaje, fuente de
diferenciacion y de individuacion, surgen después, por decirlo asi, en un segundo
momento. Esta metafisica especial de Brouwer neutraliza el uso corriente de los tér-
minos subjetivo y objetivo y los convierte en términos de utilizacién dificil cuando se
habla de su filosofia.

2) El argumento de la falibilidad del yo individual. Se rechaza a menudo de manera
implicita la existencia del Yo universal brouweriano. El yo no seria otro que el yo
particular de cada uno de nosotros, Este yo, ya no seria infalible, por lo que habria
necesidad de verificar la evidencia interna de las matemdticas intuicionistas con los
medios del lenguaje y de la logica. Ellos permiten el consenso, la verdad intersubjetiva,

Puede agregarse la objecion mas fuerte que simplemente no existe una facul-
tad intuitiva. Por ejemplo Kant criticé a Descartes el hecho de creer en tal facultad.
Kant afirmé ademas que la intuicion sin conceptos es ciega y que ¢l concepto sin
ntuicion es vacio.

Respuesta:
En cuanto a la verificaciéon externa tan apreciada por los cientificos: Brouwer
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no tenia ninguna estima por este tipo de objetividad, el consenso, la verdad
intersubjetiva, dependiente del lenguaje y de la multiplicidad de intelectos. Esta obje-
tividad no puede ser sino el ropaje externo de actos conscientes. Por supuesto Brouwer
rechazaria a su vez la afirmacion de Kant, admitiendo que es verdad que el concepto
sin intuicion es vacio, pero no aceptaria la otra clausula, que la intuicion sin concepto
es ciega —ella es lo mas licido que el hombre puede tener.

3) El argumento de la subordinacion de las verdades intuitivas a las verdades eternas.
Se trata, por ejemplo, de las criticas que Leibniz y Kant dirigieron contra Descartes:
Leibniz comienza el conocimiento con las verdades del ser que son para él el principio
de no-contradiccion y el principio de razén suficiente. Segin estos principios, incluso
la teologia seria logica, las verdades eternas serian no-substanciales a Dios, y las
verdades intuitivas, que deben ser clasificadas con las verdades contingentes, estarian
subordinadas a las verdades eternas, La verdad estaria en las cosas antes de estaren la
mente.

Respuesta:

Quedan algunas dudas para saber si Brouwer niega la existencia de una realidad
platénica; sucede que lo que enfatiza no es que ella no exista. En cambio esta claro
que Brouwer piensa que tal mundo es ininteligible, que no tiene sentido, en la medida
en que no es intuitivo o no esta bien construido. El comienzo intuicionista del
conocimiento transforma la verdad metafisica en verificacion intuitiva.

4) El argumento de la multiplicidad de informes diferentes de la supuesta misma
evidencia interna. ;Como podria el intuicionista, sin el recurso al lenguaje y a la
logica que fijan las ideas para examinarlas, distinguir la mera creencia en el cardcter
evidente de una introspeccion de la verdadera evidencia? Considérese por ejemplo la
afirmacion el circulo cuadrado no puede existir. Tal proposicién es un teorema para
Brouwer. Stephen Korner en The Philosophy of Mathematics hace notar que Brouwer
lo describe como una construceidn que consiste en suponer primero que hemos
construido un cuadrado que es al mismo tiempo un circulo, para derivar luego una
contradiccion a partir de la suposicion, Pero una supuesta construccion que es ademis
irrealizable es una cosa, v una construccion efectiva es otra. Por otra parte hay
intuicionistas, que Korner no menciona, que niegan que una suposicion irrealizable
tenga sentido para ellos. Asi, los informes de la experiencia interna evidente pueden
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ser diferentes entre intuicionistas, lo que tenderia a quitarle a la evidencia su caricter
evidente. Uno puede preguntarse, de manera analoga, si no hay incoherencias en los
informes que describen las propiedades del Yo universal.

Respuesta: Ninguna, que yo sepa.

Excursus. Otra manera de hablar de la objetividad en matematicas consiste
en decir que son objetivas al menos en la medida en que, asociadas a la fisica
matematica o a las ciencias naturales, constituyen una deseripeion adecuada del mundo
sensible. Pero el matematico holandés no queria saber nada de la aplicacion. Para él,
las matemdticas son un arte espiritual, un fin en si mismas, el resultado de la creatividad
del sujeto universal. Por eso ademas las matematicas no tienen necesidad de
fundamentos. En tanto que puras, las matematicas constructivistas son superiores a
las clisicas a causa de su mayor evidencia, de su mayor inteligibilidad.

Sin embargo, desde el punto de vista de la aplicabilidad, las mateméticas
clasicas, mis simples que las intuicionistas, pueden ser preferibles. Weyl menciona
en este contexto una razon negativa, el hecho que de todas maneras no podemos tener
una evidencia interna de la materia. Hilbert ha mostrado la manera de utilizar las
matematicas clisicas en las ciencias naturales: puede pensarse que algunos entes como
los niimeros infinitos no-numerables son objetos ideales, de hecho inexistentes pero
utiles para simplificar el cileulo. Pero hay que hacer notar que tal estrategia revela
una vision positivista de la ciencia. Para un realista, al contrario, es inconcebible
tener una teoria fisica explicativa, es decir, verdadera, cuya parte matemética sea
ficticia. La verdad de la teoria fisica implica la verdad de la parte matematica.

En suma, Brouwer podria responder de manera satisfactoria a casi todas las
criticas y, lo que es interesante, manteniendo su punto de vista rigido en un periodo
en que muchos, conscientes de la dificultad de los problemas, son eclécticos.

8. BROUWER ET GODEL
El gran logico, con otros como Weyl, forma parte de un circulo restringido de

grandes cientificos o filésofos que comprendieron a Brouwer. Por supuesto Gidel no
puede aceptar tal cual el intuicionismo porque un principio estricto de verificacion es
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incompatible con el platonismo. Gédel reconoce que para Brouwer las matematicas
no son arbitrarias; ;como podrian serlo si expresan la esencia de la mente? Cuando
Brouwer dice que los objetos matemdticos son actos, que las matematicas son una
creacion del espiritu, no quiere decir creacion de la nada: la dos-edad es el material
con el que se obtienen los nimeros mediante la iteracion. Segin Brouwer, el
matematico ni determina ni decide lo que se crea. En vez de hablar de creacion, seria
mis preciso hablar de fabricacion, dice Godel, y en ese sentido el trabajo del
matematico es creativo como una constructora de automoviles lo es, haciendo algo a
partir de algo (el ejemplo es de Gadel). Uno puede preguntarse si los criticos del
intuicionismo que argumentan contra Brouwer han entendido bien lo que no paso
desapercibido a Gédel, es decir, que Brouwer hace lo posible por evitar lo arbitrario
y que su sujeto pretende ser universal,

Los matemiticos estin de acuerdo para reconocer que en su ciencia hay
prucbas que ticnen un cardcter concluyente que manifiesta la objetividad y la
universalidad de las matematicas. Ahora bien, jesta objetividad, es solamente un
consenso, 0 va mas alld para alcanzar la realidad en si? Para Godel como para Brouwer,
habria que decir que las pruebas (con las restricciones necesarias en el caso de Brouwer)
reflejan la realidad en si, Pero hay una diferencia importante: segin el platonismo de
Godel, podemos aplicar el principio del tercio excluso porque en ¢l mundo de las
Ideas los objetos y las propiedades estan fijas, por lo que toda proposicion, o bien es
verdadera, o bien su negacion lo es.

Segun Godel, la intuicion capta entes que estan hechos y en consecuencia
ticne que existir en nuestro cerebro una estructura capaz de aprehender los entes
matemiticos acabados. Encontramos aqui otra diferencia con respecto a Brouwer:
para el intuicionista holandés el mundo matematico estd en devenir y los entes que
todavia no existen o que estin en proceso de existir no tienen todavia todas las
propiedades de manera fija, hay lugar para la contingencia, y por eso el tercero excluido
debe manejarse cuidadosamente. Como lo dice en su articulo de 1908 sobre el cardcter
indigno de confianza de los principios de la logica, la utilizacion sin precaucion del
tercero excluido presupone de manera ilegitima que todos los problemas matematicos
tienen solucion. En cambio el mundo platonico estd regido por la necesidad que hace
que todo ente sea de una vez para siempre de una manera o de otra, Por eso Gidel
cree que para cada concepto intuitivo vago existe un concepto etemno y exacto, y los
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obstaculos para captarlo con esas propiedades se encuentran en nosotros, no en el
concepto,

Lo anterior muestra claramente una vez més la influencia de la metafi sica en
la manera de concebir y de hacer matematicas: el centro de la discusitn aqui es el rol
del devenir y del tiempo. Ambos estan ausentes en el mundo platénico y presentes en
el mundo de la conciencia brouweriano. Concluyamos entonces que Brouwer es tan
objetivo como su vision metafisica se lo permite puesto que el sujeto creador es
universal y no crea las matematicas de la nada. Luego se ve en Gidel una diferencia
mis nitida entre lo epistemolagico y lo ontolégico: el devenir, los esfuerzos por llegar
a la verdad. la construccion, la existencia de conceptos vagos, etc,, deben ponerse del
lado del sujeto del conocimiento que vive en el mundo sensible, mientras que la
verdad habita en el mundo de las Ideas.

No significa en absoluto disminuir el valor del intuicionismo si se lo considera
como el complemento epistemoldgico necesario del realismo.
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