Aprender matemdticas con ordenadores

Eduardo Mart{
hzlkss X

Utilizar el ordenador en la escuela no es una garantia de éxito
diddctico si no se cumplen algunos requisitos, pero constituye una
ayuda no suficientemente explorada en la mayoria de las materias.
En el caso de las matemdticas, el ordenador permite diseriar
actividades altamente motivadoras para el nifio, a la vez que
facilitar la integracion de diferentes tipos de cédigos, objetivos
ambos dificiles de conseguir en los formatos de papel y ldpiz
habituales en las diddcticas tradicionales. El autor de este articulo
pasa revista a una serie de micromundos informdticos que
permiten al profesor y al alumno librarse de tareas rutinarias y
dedicarse a la exploracidn de las posibilidades del lenguage
matemdtico, a la verdadera tarea de aprender.

Las matemdticas constituyen un medio simbdlico tinico (1). Al igual que otros
medios simbélicos como pueden ser el lenguaje (en sus modalidades oral y es-
crita), los gestos, las imdgenes (estiticas —dibujos, fotografias, graficos— o di-
namicas —cine, video—) o la informadtica, las matemdticas ofrecen un doble
aspecto. Por un lado, los simbolos matematicos y las reglas y operaciones que
rigen su sistema de notacién pueden representar conceptos y procesos de una
realidad no matematica: podemos, por ejemplo, operar utilizando simbolos nu-
méricos que se aplican a un grupo de objetos en vez de operar directamente
sobre éstos. Pero al mismo tiempo, las propiedades internas del medio matema4-
tico (distintas de las del lenguaje, de los gestos o de las im4genes) hacen que
su utilizacién modifique la representacién que tenemos de la realidad (al simbo-
lizar un conjunto de objetos por un nimero abstraigo una de las propiedades
de este conjunto dejando de lado otras propiedades) facilitando de manera radi-
cal el conocimiento que es posible tener de ella (qué dificil serfa hacer una divi-
sién con nimeros elevados sin una formulacién matemadtica y qué complicado
buscar la solucién de un problema que combina varias operaciones sin la sim-
plifcacién y la notacién algebrdica).

No es pues indiferente utilizar uno u otro medio para el conocimiento de
la realidad. Este conocimiento puede ser més o menos adecuado a la finalidad
perseguida (serfa tan absurdo utilizar Ginicamente una descripcién verbal para
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explicar a alguien la situacién exacta de la ciudad de Bruselas pudiendo mane-
jar un mapa, como utilizar Ginicamente una representacién icénica para simboli-
zar los datos de una transaccién comercial pudiendo calcularla artiméticamente).
La utilizacién de uno u otro medio afecta pues el tipo de conocimiento que te-
nemos de la realidad y la eleccién adecuada de un medio puede liberar una par-
te del trabajo mental (memoria, atencién) que serfa necesario emplear si
utilizdsemos otro medio menos adecuado.

No creamos sin embargo que los diferentes medios simbélicos constituyen
compartimentos estancos. Las relaciones entre diferentes c6digos son importan-
tisimas; la notacién matemdtica presupone, por ejemplo, ciertas habilidades ba-
sicas de la lengua escrita, el lenguaje de los gestos, comparte ciertas caracterfsticas
espaciales con el medio icénico y el lenguaje oral, comparte a su vez ciertas pro-
piedades de orden temporal con el medio gestual. No olvidemos tampoco que
una de las caracteristicas de la cognicién es precisamente la utilizacién comple-
mentaria de diferentes medios simbdlicos y que una de las demandas cognitivas
frencuentes en muchas de las tareas que debemos resolver es la traduccién de
un cdédigo simbélico a otro.

De estas consideraciones se pueden extraer tres postulados bdsicos:

1. El conocimiento de la realidad estd mediatizado

2. Cada medio conduce a una representacién distinta de la realidad

3. Aunque un medio pueda ser més apropiado que otro para el conoci-
miento de cierto aspecto de la realidad, conocer supone la utilizacién
simultdnea de medios distintos.

Los ordenadores crean, por sus particularidades de funcionamiento, un nuevo
medio (el medio informatico) cuya utilizacién puede aportar un cambio impot-
tante en la cognicidn, y por tanto en el aprendizaje y la ensefianza de las dife-
rentes disciplinas (Martf, 1990; Olson, 1985; Pea, 1985).

Una de las cualidades de los ordenadores es su multifuncionalidad. Gracias
a sus posibilidades de almacenar y manipular simbolos de manera dinimica (que
serdn presentados al usuario en forma de notaciones numéricas, escritura, soni-
do, imdgenes, etc.), los ordenadores pueden ser utilizados para alcanzar una ga-
ma extensa de objetivos: cdlculo, procesamiento de texto, andlisis de imagenes,
comunicacién, almacenamiento de informaciones, etc. A pesar de esta diversi-
dad de funciones, el medio informdtico presenta una serie de caracterfsticas que
pueden transformar la experiencia matemitica de los alumnos.

Pero tenemos que ser prudentes a la hora de juzgar el impacto que los orde-
nadores tienen sobre el aprendizaje de las mateméticas pues son innumerables
los factores que pueden incidir sobre el proceso de ensefianza-aprendizaje con
ordenadores en un contexto escolar. Nuestro andlisis se centra aquf en el medio
informdtico y sus caracerfsticas pero es ilusorio pensar que, por sf solos, los or-
denadores pueden modificar de manera positiva (o negativa) el aprendizaje de
las matemticas. Serfa ésta una visién totalmente «tecnocéntrica» e ingenua. La
repercusién que la interaccién con los ordenadores pueda tener en la experien-
cia matemdtica de los alumnos dependera en gran parte del contexto y de las
condiciones de su utilizacién: ;cémo se integran las experiencias con los orde-
nadores en el curriculum escolar?, ¢qué papel juega el maestro y los otros alum-
nos en el aprendizaje con ordenadores?, ¢;cémo se concibe el entorno informético
y qué relacién tiene con los otros entornos de aprendizaje?, ¢hemos considera-
do las posibles diferencias individuales que interactdan con las particularidades
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del medio informitico?, etc. Estas preguntas son innumerables. Las respuestas
pueden también ser muy variadas y pueden ayudar a matizar los resultados ge-
nerales sobre el cambio cognitivo en el aprendizaje con ordenadores; en cual-
quier caso es indispensable formularlas haciendo explicitos los principios
psicolégicos y educativos que rigen cualquier experiencia educativa (De Corte,
1990; Marti, 1989; Papert, 1981; Solomon, 1987; Vitale, 1990). Sin poder en-
trar en detalles sobre el contexto educativo, digamos tan sélo que los postulados
que guian el andlisis que sigue remiten a una concepcién constructivista del co-
nocimiento en la que la actividad y la experiencia del alumno juegan un papel
central en la adquisicién y en el aprendizaje de nuevos conocimientos (Piaget,
1981) pero al mismo tiempo en la que el medio simbélico utilizado repercute
sobre el conocimiento y sobre su representacion.

INTERACTIVIDAD Y COMUNICACION

El aprendizaje de las matemdticas es un proceso constructivo, resultado de
una compleja interaccién entre diferentes instancias:

— la actividad del alumno (los procesos y estrategias que emplea cuando
asimila conceptos matemdticos, cuando efectiia operaciones aritméticas, cuan-
do resuelve problemas de 4lgebra, cuando generaliza a una nueva situacién un
algoritmo aprendido anteriormente, etc.) (Hiebert, 1986; Resnick y Ford, 1981;
Schonfeld, 1987).

— los conocimientos y esquemas previos del alumno (las ideas y destrezas
matematicas-formales o informales como contat, nocidén intuitiva de niimero,
de sucesor, conservacién de la cantidad numérica, etc., que tienen los alumnos
antes de aprender nuevos conocimientos matematicos) (Baroody, 1988; Gelman
y Gallistel, 1978; Piaget, 1975).

— los conceptos y reglas del mundo de las matematicas (con su grado eleva-
do de abstraccién, formalizacién y descontextualizacidn, su rigor y ausencia de
ambigiiedad en la aplicacién de sus reglas, su notacién simbdlica, etc.) (Davis
y Hersh, 1988, 1989; G6mez-Granell, 1989).

— un contexto social de intercambio planificado (el de ensefianza-
aprendizaje) en el que estos tres elementos toman cuerpo (Coll, 1988; Forman,
1989; Schubauer-Leoni y Perret-Clermont, 1980).

Si aceptamos esta visién constructiva de la cognicién y del aprendizaje de
las matemiticas, no nos serd dificil aceptar que cualquier medio que facilite la
interaccién entre la actividad del alumno y el objeto de aprendizaje y entre el
alumno y ottos interlocutores (maestro y compafieros) puede afectar de manera
sustancial el proceso de aprendizaje.

Todos los autores interesados en la utilizacién educativa de los ordenadores
coinciden en la idea de que el medio informitico facilita la interaccién entre
el alumno y el objeto de aprendizaje si lo comparamos con otros medios como
la escritura, las imdgenes o el lenguaje escrito (Greenfield, 1985; Papert, 1981,
Solomon, 1987). Esta facilitacién es el resultado conjunto de dos propiedades
del medio informitico. Por un lado, es un medio que presenta y modifica las
informaciones de manera dindmica: como en la animacién de imédgenes, pero
contrariamente al medio escrito o a la notacién matemdtica, en el medio infor-
mitico las modificaciones sucesivas de cualquier tipo de informacién (imdge-
nes, signos lingtifsticos, signos matemdticos, sonidos, acciones) forman un proceso
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que se despliega en el tiempo y que es accesible al alumno por los pasos inter-
mediarios que va dejando; el sujeto puede seguir ese proceso que se visualiza
(normalmente en la pantalla o en algin dispositivo mecanico). Por otro lado,
y esto es aiin més importante, el alumno puede intervenir y modificar estas in-
formaciones (normalmente a través del teclado). Esta constante interaccién en-
tre las acciones del alumno y los resultados visualizados en la pantalla favorecen
un aprendizaje activo y controlado por el alumno.

Ejemplo 1 Micromundos (2) LOGO para la exploracion del
concepto de proporcion.

Hoyles, Noss y Sutherland (1989) proponen dos dibujos y sus programas
correspondientes realizados en el lenguaje LOGO a alumnos entre 12 y 14 afios
con el fin de ofrecerles la posibilidad de explorar de manera activa el concepto
matemdtico de proporcién. Un dibujo representa un personaje, el otro una casa;
cada dibujo es la realizacién grafica de un programa escrito en lenguaje LOGO
(LESLI Y HOUSE) (Ver Fig. 1).

Los alumnos (que trabajan en grupos de dos ante el ordenador) pueden mo-
dificar los pardmetros de cada uno de los programas, crear otros programas pa-
recidos y constatar los cambios en la figura. Cada modificacién introducida en
el programa produce una modificacién en la figura, lo que permite una constan-
te rectificacién y anticipacién de nuevos pardmetros segin el objetivo persegui-
do por el alumno (hacer un personaje més grande, més pequefio, hacer una serie
de casas cada vez mds pequefias, hacer una casa que sea el doble de otra, etc.).

FiGura 1

Los 2 dibujos y sus programas correspondientes en lenguaje LOGO

TO LESLIE: SIZE
SHAPE 1: SIZE
LINE: SIZE * 0.4
SHAPE2: SIZE * 1.5
LINE: SIZE * 0.6
SHAPE3 : SIZE * 2
END

TO HOUSE
HT
FD 50
RT 60
FD 70
RT 60
FD 70
RT 60
FD 50
RT 90
FD 121
RT 90
END
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El interés matemdtico de estas manipulaciones e interacciones entre las accio-
nes del alumno (que modifica el programa) y el resultado gréfico que aparece
en la pantalla reside en las diferencias de los dibujos obtenidos mediante una
estrategia aditiva (se afiade o se sustrae una cantidad a la variable de referencia
—en el programa LESLI es la variable «SIZE»—) o una estrategia multiplicati-
va (se multiplica el valor del pardmetro por una cantidad para aumentar o dis-
minuir proporcionalmente el valor de referencia). La primera es inadecuada (los
alumnos constatan las insuficiencias en los dibujos cuando la utilizan) para rea-
lizar figuras completas y proporcionadas.

Una de las consecuencias de esta constante interaccidn entre la actividad
del alumno y los resultados («feed-back») que va obteniendo en la pantalla es
el sentimiento de control que el alumno tiene de su propio aprendizaje (es él
quien modifica las informaciones). En este sentido es cierto que el aprendizaje
con el medio inform4tico aparece como un aprendizaje més auténomo: el alum-
no, con ayuda del profesor, disefia un proyecto con un objetivo determinado (en
el ejemplo comentado es la obtencién de un personaje proporcionado pero mds
pequefio o més grande que el personaje modelo). El sentimiento que tiene el
alumno de realizar su proyecto suele ir acompafiado por un grado mayor de im-
plicacién y motivacién intrinseca (el proyecto es en parte suyo y lo puede ir con-
trolando) que otros aprendizajes con medios menos interactivos (Lepper y Chabay,
1985).

Esta facilidad de interaccién entre las actividades del alumno y el medio
informatico, junto a la facil visualizacién de los resultados producidos en la pan-
talla suelen tener un efecto inesperado en los aprendizajes: favorecen el inter-
cambio y la colaboracién entre compafieros (Hawkins, Sheingold, Gearhart y
Berger, 1982; Lepper, 1985; Webb, 1984). El trabajo con ordenadores parece
pues adecuado para aprendizajes en grupo (la mayoria de las experiencias edu-
cativas con ordenadores se realizan en pequefios grupos). Esto podrfa originar
una dindmica social conveniente para la experiencia matemdtica, experiencia
concebida muchas veces como un doloroso itinerario solitario.

INTEGRACION DE DIFERENTES MEDIOS SIMBOLICOS

Una de las necesidades de cualquier aprendizaje que supone el dominio de
un cédigo simbélico, pero especialmente el de las matemdticas, es la de dominar
la traduccién de las informaciones de un medio a otro: de la accién a la nota-
cién matemdtica (la accién de afiadir puede ser simbolizado por el signo « + »),
de la formulacién oral o escrita de un enunciado a su traduccién matemdtica
(pasar del enunciado de un problema a su formulacién matematica), de los gré-
ficos e imdgenes a la notacién matemdtica (pasar de la visualizacién de un tridn-
gulo a su definicién analitica), de la notacién matemitica a la informacién grafica
(pasar de la férmula de una funcién a su representacién grafica), etc. A més de
ser una necesidad intrinseca de la comprensién matematica, la traduccién de
un cédigo a otro es un proceso que el alumno hace con naturalidad (y a veces
de manera inadecuada) cuando aborda una tarea matemdtica: utiliza esquemas
familiares de tipo figurativo, prictico o lingiifstico para abordar situaciones re-
presentadas en un cédigo matemético. Por esto, una de las dificultades en el
aprendizaje de las matemdticas es el saber traducir de manera adecuada infor-
maciones de un cddigo a otro (Gémez-Granell, 1985; Rivitre, 1990; Sastre y
Moreno, 1976-77). Esta labor de traduccién, ademds de ser un requisito para -
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el aprendizaje matemitico, favorece las habilidades metacognitivas del alumno: .
al disociar la forma simbélica del contenido representado, el alumno se da cuen-
ta con mds facilidad de que cada forma simbélica le ofrece informaciones dife-
rentes del mismo contenido (Olson, 1974; Solomon, 1979; Dickson, 1989).
El medio informatico, al ser capaz de presentar de manera simdltanea dife-
rentes c6digos simbdlicos y al facilitar de manera dindmica el paso de uno a
otro, constituye un medio ideal para esta actividad. Con el ordenador se pue-
den manipular signos lingiifsticos (escritos, auditivos) y graficos, de tal forma
que se facilita la correspondencia entre ambos signos. Pensemos en la facilidad
con que se puede pasar, mediante el ordenador, de una funcién algebrdica a su
representacioén grafica, de una manipulacién de signo (suma, resta, divisién) al
resultado en imdgenes concretas de esta manipulacién, o de una notacién sim-
bélica de acciones (avanzar, retroceder, girar) a su representacién gréfica.

Ejemplo 2. Representacion grifica de ecuaciones

Un programa ideado por Dugdale y Kibbey (1983) permite con facilidad
visualizar el resultado grifico de ecuaciones lineales y de segundo grado. Los
alumnos escriben ecuaciones y ven al mismo tiempo el resultado gréfico. La
tarea se realiza en un contexto de juego: el objetivo es escribir una ecuacién
(o modificar los pardmetros de una ecuacién) de tal forma que su representa-
cién atraviese una serie de puntos situados en la pantalla. De esta forma el alum-
no puede ir variando con facilidad los datos de su ecuacién y establecer una
correspondencia entre estas modificaciones y el resultado gréfico, hecho que
puede facilitar una mejor comprensién del significado de las ecuaciones.

Este ejemplo no nos ha de conducir a la idea, errénea y peligrosa, que el
medio informitico es autosuficiente: cualquier ejercicio que se realice con or-
denadores deberfa ir acompafiado simultdineamente de otros ejercicios no-
informiticos pertinentes. En el caso que acabamos de discutir, la contruccién
grafica por parte del alumno (con papel milimetrado, 1dpiz, compds y regla) de
las ecuaciones escritas podria ser un buen complemento a la modificacién de
los pardmetros de las ecuaciones y a su exploracién en la pantalla del ordena-
dor. Ambos ejercicios podrian de todas formas ser integrados (por ejemplo, ha-
ciendo dibujar la representacién de una ecuacién con papel y ldpiz y compararlo
luego con el dibujo que ofrece el ordenador).

CONOCIMIENTO DECLARATIVO, CONOCIMIENTO
PROCEDIMENTAL

Una de las caracteristicas del aprendizaje de las matemdticas es la constan-
te interaccién entre los aspectos declarativos (o conceptuales) del conocimien-
to (saber que un cuadrado es una figura cerrada que tiene cuatro lado iguales
y que sus 4dngulos interiores son de 90°, saber que la operacién de multiplica-
cién 12 x 4 consiste en repetir cuatro veces el conjunto de 12 elementos, saber
que una igualdad «a = b» no se altera si se resta la misma cantidad a ambos
miembros, etc.) y los conocimientos de tipo procedimental (saber c6mo dibujar
un cuadrado, saber cémo obtener el resultado de una multiplicacién, saber c6-
mo pasar elementos de una igualdad —«a—b = 0»— de un lado a otro, etc.).
Los primeros son un conjunto de significados relacionados y organizados. Los
segundos son un conjunto de reglas de accién cuya aplicacién conduce a cierto
resultado. Ambos aspectos son siempre solidarios pero la relacién entre ambos
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es dificil de establecer para el alumno. Muchas veces el alumno tiene una serie
de conocimientos matematicos pero le es dificil aplicar la regla que le permita
resolver un problema (por ejemplo sabe lo que es la suma y la multiplicacién
pero le es dificil escoger cudl de los dos algoritmos es pertinente para resolver
un problema algebrdico); otras veces aprende reglas pero le es dificil aplicarlas
de manera pertinente a nuevos casos {por ejemplo conoce y sabe aplicar el algo-
ritmo de la resta llevando pero cuando el nimero de arriba es menor que el
de abajo sigue restando el menor del mayor). En ambos casos, la dificultad re-
side en articular los conocimientos declarativos con los conocimientos procedi-
mentales (Gémez-Granell, 1990). Una de las caracteristicas de los sujetos
expertos en relacidén con los sujetos novatos es precisamente una buena articu-
lacién entre ambos tipos de conocimiento (Chi, Glaser y Farr, 1988).

El medio informético se presta a que el alumno explore la vinculacién de
ambos tipos de conocimientos ya sea porque descarga al alumno de una carga
mental excesiva haciendo de manera rutinaria ciertas operaciones, ya sea por-
que le exige traducir de manera procedimental sus conocimientos de tipo de-
clarativo.

Por un lado, existe la posibilidad de que el ordenador se encargue de ejecu-
tar una serie de reglas de manera rutinaria (por ejemplo las que permiten des-
pejar una incégnita de una ecuacién de primer grado —sumar un niimero a ambos
lados, restar un niimero a ambos lados, aplicar la propiedad distributiva, etc.—)
si el alumno las escoge e indica a qué parte de la expresién las quiere aplicar.
En este caso el alumno no ha de buscar en su memoria estas reglas, ni ha de
ejecutar los célculos; sélo ha de escoger cuando ha de aplicarlas y evaluar en-
tonces el resultado de su aplicacién. Esto le permite explorar con m4s facilidad
la pertinencia de aplicacién de estas reglas segiin el tipo de expresiones y la
etapa de resolucidn en que se encuentra (Pea, 1985).

Por otro lado, muchas de las utilizaciones de los ordenadores exigen que
el alumno defina y articule una serie de procedimientos (conjunto de instruc-
ciones bésicas) para llegar a un objetivo determinado. Pensemos por ejemplo
en la utilizacién de LOGO en su modalidad «Micromundo de la tortuga». Cuan-
do el alumno se propone realizar un proyecto grafico (por ejemplo dibujar una
casa) ha de dar una serie de instrucciones (AVANZAR DE UNA CIERTA DIS-
TANCIA, GIRAR A LA DERECHA DE CIERTO ANGULO, AVANZAR
DE NUEVO DE UNA DISTANCIA MAS PEQUENA, etc.) que ejecuten
paso a paso el dibujo de una casa. En este caso, habrd de vincular de una mane-
ra u otra los conocimientos de tipo declarativo que tiene sobre la figura que
quiere dibujar (las paredes son perpendiculares, el techo est4 inclinado, la puerta
estd en medio de la fachada principal, etc.) y la definicién algoritmica que le
propone el lenguaje de programacién.

Ejemplo 3. Dibujo de un cuadrado inclinado en el
Micromundo de la Tortuga (LOGO)

Se trata de una situacién que ilustra las dificultades de un nifio de 11 afios
(Carlos) cuando ha de integrar el conocimiento declarativo con el procedimen-
tal, siendo ambos, conocimientos relativos a la figura de un cuadrado. La situa-
cién estd sacada de una investigacién exploratoria en la que observamos el
proceso de aprendizaje del lenguaje LOGO en tres sujetos de 11-12 afios (Dion-
net, Marti, Vitale y Wells, 1985; Mart{, 1984).
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A los 11 afios, Carlos conoce sin dificultad las propiedades principales de
un cuadrado (lados de igual longitud, paralelos, 4ngulos de 90°) y tampoco tie-
ne dificultad en reconocer que un cuadrado que reposa sobre uno de sus vérti-
ces en vez de reposar sobre uno de sus lados, sigue siendo un cuadrado
(reconocimiento que plantea dificultades a nifios mds pequenios como demos-
traron Piaget, Sinclair & Vinh Bang, 1971, en su estudio sobre la identidad).
Pero a la hora de traducir estos conocimientos estaticos, de orden declarativo,
en un conocimiento procedimental (dar, en lenguaje LOGO, las instrucciones
pertinentes para dibujar un cuadrado inclinado), surgen ciertas dificultades.

Carlos, escribe primero un programa para dibujar un cuadrado. Cuando la
Tortuga estd en su posicién inicial (centro de la pantalla y posicién vertical apun-
tando hacia arriba) el programa (llamado «CUAD») ejecuta un cuadrado. Pero
cuando la orientacién inicial de la Tortuga es diferente (por ejemplo est4 incli-
nada de 30° hacia la izquierda) el programa realiza un cuadrado inclinado (que
reposa sobre uno de sus vértices). Carlos estd muy sorprendido de que su pro-
grama CUAD realice algo tan inesperado. Para entender mejor cémo se dibuja
un cuadrado inclinado, intenta escribir paso a paso un nuevo programa.

FiGura 2

Inicio del dibujo en un cuadrado «inclinado» con las instrucciones correspondientes en
lenguaje LOGO

4

IZQUIERDA 30 N 600/
ADELANTE 90 N v
30°P
DERECHA 30 ¢
DERECHA 60 300
L

La Tortuga est4 en su posicién inicial vertical. Carlos escribe IZQUIER-
DA 30 (con el objetivo de inclinar la Tortuga 30° hacia la izquierda, luego ADE-
LANTE 90 (para hacer avanzar la Tortuga de 90 pasos). Después de dibujar
el primer lado se para y reflexiona un largo rato pues no sabe de cudntos grados
ha de girar la Tortuga; hace con el gesto el recorrido que ha de realizar la Tor-
tuga para dibujar el cuadrado y propone girar DERECHA 30 (girar de 30°
la Tortuga) justificando su eleccién aludiendo al giro de 30° izquierda que ha
realizado al empezar el dibujo. Se sorprende al ver que tras el giro de 30° dere-
cha, la Tortuga no tiene la buena inclinacién (4ngulo recto). Se da cuenta que
tiene adn que girar mds hacia la derecha y propone (correctamente) DERE-
CHA 60 (el 4ngulo resultante es ahora de 90°). Dibuja el segundo lado del cua-
drado, y satisfecho exclama: «Ah, se tenfa que hacer un 4ngulo recto».

Este ejemplo muestra la dificultad de Carlos para construir paso a paso un
cuadrado inclinado, partiendo de una orientacién de la Tortuga inusual. Es co-
mo si este cambio de orientacién de la figura repercutiese sobre las propieda-
des mismas del cuadrado: es entonces menos evidente que el 4ngulo tenga que
seguir siendo de 90°, invariante que parecia totalmente comprendido en una
aproximacién declarativa del cuadrado. El ejemplo nos muestra el interés de
poder pasar facilmente de una definicién y comprensién declarativa de un con-
cepto a una definicién y ejecucién procedimental.
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SITUACION DE RESOLUCION DE PROBLEMAS

El hecho de conceder a la actividad del alumno un papel esencial en la ela-
boracién de su conocimiento matemitico exige que las situaciones educativas
sean concebidas de tal forma que favorezcan esta exploracién del mundo mate-
matico y esta elaboracién activa de los conocimientos y destrezas matematicas.
Las situaciones de resolucién de problemas, frecuentemente utilizadas en la en-
sefianza de las matemdticas, parecen particularmente adecuadas para solicitar
esta actividad. Son situaciones en las que el profesor plantea un problema al
alumno déndole al mismo tiempo los elementos necesarios para su resolucién.
El alumno persigue pues una meta (encontrar la solucién del problema) y ha
de utilizar los medios adecuados para llegar a ella: ha de hacerse una represen-
tacién de la meta (que muchas veces o coincide con la del profesor) y luego
escoger de manera pertinente sus conocimientos y sus destrezas para aplicarlos
de manera adecuada a la situacién en cuestién. Vemos pues que una de las ven-
tajas de las situaciones de resolucién de problemas (comparadas a otras en las
que los alumnos no persiguen un objetivo determinado de manera intrinseca
por el problema) es que exigen una articulacién de los conocimientos de tipo
conceptual (¢;cémo se representa el alumno el problema y la meta que tiene que
alcanzar?, ¢con qué otro problema lo compara?, ¢qué relaciones establece entre
las diferentes partes del problema?, etc.) con los procedimientos y estrategias
de ejecucién (;qué submetas me propongo antes de llegar a la solucién?, ¢qué
reglas he de aplicar?, scon qué orden?, ¢cdmo puedo saber que me equivoco?,
etc.). Esta articulacién, como hemos indicado anteriormente, es esencial para
la experiencia matemadtica.

El hecho de que la experiencia matemdtica, en la medida de lo posible, se
realice en situaciones de resolucién de problemas puede tener otra ventaja in-
directa, de orden motivacional: el alumno puede hacer suyo con m4s facilidad
el deseo de resolver el problema (para poder superar asi los obstdculos que le
separan de la meta) con lo que trabajard emocionalmente mds implicado y con
ganas de obtener la satisfaccién que conlleva llegar a la meta (3).

El medio informdtico se presta a la creacién de situaciones de resolucién
de problemas. Por un lado, el medio informitico, al visualizar el resultado de
las manipulaciones ejercidas por el alumno (pensemos por ejemplo en los resul-
tados gréaficos obtenidos al modificar un program escrito en LOGO tal y como
han sido expuestos en los ejemplos anteriores) ofrece la posibilidad de contro-
lar si un objetivo ha sido o no alcanzado. En este sentido, el alumno puede
evaluar la diferencia entre su proyecto y el resultado obtenido con mayor faci-
lidad que en otras situaciones, lo que favorece las actividades de regulacién
de la propia conducta encaminadas a acercarse a un fin determinado. Por otro
lado, el ordenador se presta a la simulacién misma del proceso de resolucién
de algunos problemas y ofrece de esta manera al alumno la posibilidad de inter-
venir en algunas de las etapas de esta resolucién. Esto permite que, ante pro-
blemas nuevos que exigen una carga atencional fuerte y que exigen una gran
variedad de operaciones, el alumno pueda concentrarse en los aspectos mds in-
teresantes del proceso.

s

Ejemplo 4. Resolucién de ecuaciones algebriicas

«AlgebraLand» constituye un Micromundo informitico cuyo objetivo es el
de favorecer la experiencia de los alumnos con el dlgebra mediante una activa



/2

participacién en la resolucién de problemas algebréicos (Pea, 1985). El punto
de partida es una ecuacién algebrdica que ha de ser resuelta, por ejemplo 4(2 + N)
= 20. A la derecha de la pantalla, aparece una lista de los operadores que el
alumno puede escoger para aplicarlos a toda o parte de la expresién (afiadir
a ambos lados de la ecuacidn, sustraer a ambos lados de la ecuacién, multipli-
car, dividir, aplicar la propiedad distributiva, combinar términos, etc.). Fl alum-
no debe pues seleccionar el operador y seleccionar dénde lo aplica. Al ejecutarlo,
genera una nueva expresién. Al mismo tiempo que va resolviendo la ecuacién
van apareciendo todas las expresiones intermediarias asf como los operadores
escogidos (Fig. 3). Si el alumno explora diferentes procedimientos (porque ha
aplicado de manera incorrecta los operadores o porque quiere comparar cami-
nos diversos), la pantalla recoge, en otra ventana, cada uno de ellos y los visua-
liza en forma de diagrama arborescente.

Lo interesante de esta situacién reside en la posibilidad que tiene el alum-
no de concentrarse en una de las partes de la tarea (escoger el operador asf co-
mo su campo de aplicacién) sin tener que calcular la aplicacién aritmética de

Ficura 3

Un ejemplo de dos resoluciones de una misma ecuacion algebriica utilizando
el Micromundo «algebraland».

042+ N) =20 (PROBLEMA)
4@+ N 20 (DIVIDIR)
T4 T4
@2+N=5 (SIMPLIFICAR)
(3)2+N—2=5—2 (SUSTRAER)
4N = 3 (SIMPLIFICAR)
(55N =3 (RESUELTO)
042 + N) = 20 (PROBLEMA)
(1)8 + 4N = 20 (DISTRIBUIR)
()8 + N —8 = 20 — 8 (SUSTRAER)
(3) 4N = 12 (SIMPLIFICAR)
(44N = 12 (DIVIDIR)
4 4
()N =3 (SIMPLIFICAR)
N =3 (RESUELTO)
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dichos operadores (el ordenador calcula) y sin tener que evocar a cada momen-
to el conjunto de operadores posibles (pues los debe tan sélo seleccionar). Esto
deja mayor libertad mental para ensayar soluciones y entender su repercusién
en la solucién de la ecuacién. Esto no significa sin embargo que el trabajo que
en este caso realiza el ordenador (cdlculo aritmético y listado de los operado-
res) no tenga que ser trabajado con el alumno en otra ocasién. El programa
admite también cierta movilidad para retroceder a un paso anterior, rectificar
un operador o visualizar, como ya se ha dicho, las diferentes secuencias en-
sayadas.

Este panorama de la utilizacién del ordenador para el aprendizaje de las
matemdticas puede aparecer al lector peligrosamente optimista. Lo es si se es-
pera ingenuamente que el ordenador nos dé, por el mero hecho de utilizarlo
en un contexto escolar, resultados altamente satisfactorios. Aunque en estas
paginas nos hemos limitado a analizar prioritariamente el medio informético
sin ocuparnos de las condiciones de su utilizacién, ya hemos sefialado anterior-
mente la ilusién tecnocéntrica que consiste en esperar repercusiones positivas
del ordenador sin considerar el contexto de su utilizacién y sin considerar el
largo camino que hay que hacer para lograr una utilizacién provechosa de la
informatica en la escuela. Como acabamos de ver, el medio informético posee
ciertas caracteristicas que lo convierten potencialmente en un medio simbélico
de gran interés para el aprendizaje en general y para el aprendizaje de las mate-
mdticas en particular: es un medio interactivo y dindmico, que solicita el inter-
cambio entre alumnos, que facilita la interacién de diferentes tipos de cédigos,
que se presta para ponet en relacién aspectos declarativos y aspectos procedi-
mentales y que es idéneo para un planteamiento del aprendizaje a través de
situaciones de resolucién de problemas. Estas ventajas no son exclusivas del
medio informdtico. Se pueden imaginar situaciones didécticas no-informaticas
que sean interactivas y dindmicas, que soliciten el intercambio entre alumnos,
que faciliten la integracién entre diferentes cddigos, que pongan en relacién
los aspectos procedimentales y declarativos y que sean situaciones de resolu-
cién de problemas. Lo que ocurre es que el medio informdtico se presta mejor
que otros medios a realizar estos objetivos. Y esta facilitacion puede provocar
cambios cualitativos importantes en la manera de aprender como hemos sefa-
lado a lo largo de estas pdginas (4).

Esto no nos ha de conducir a desestimar los otros medios simbélicos. Nin-
guno es perfecto, cada uno aporta su manera de aprenhender la realidad, y se-
guramente el alumno llega aun conocimiento mds consolidado si realiza un
aprendizaje que combina e integra diferentes medios. Serfa ilusorio pensar que
la utilizacién del ordenador puede ser exclusiva en el aprendizaje en general
y en el de las matemadticas en particular. Por ejemplo, el gran ausente de la in-
teraccién alumno-ordenador es el cuerpo del alumno y su implicacién directa
en el conocimiento. Es bueno que el alumno manipule objetos empleando to-
dos su sentidos, se mueva, se sitde y oriente en el espacio, mida transportando
una unidad, transforme materiales diversos, etc., y que sélo manipule simbolos
informdticos mirando una pantalla, sobre todo en las primeras fases de su ex-
periencia matemdtica. Con el medio informatico, el alumno manipula signos
que representan la realidad pero raras veces manipula directamente esta reali-
dad (visual, sonora, tactil, kinestésica). Olvidar esta limitacién de la interac-
cién con ordenadores serfa no hacer caso de uno de los postulados bdsicos del
constructivismo: el conocimiento tiene sus raices en la accién sensoriomotora.
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Notas

' El concepto de «medio» es muy amplio. Podrfamos definirlo como cualquier objeto
(material, simbdlico) que ayude a alcanzar un fin determinado. En este sentido, (lla cognicién
humana (memoria, inteligencia, resolucién de problemas) est4 intimamente asociada con la
utilizacién de medios de diferente complejidad (un objeto material —papel, l4piz, pizarra—
una accién, un gesto, un indice, un signo) (Cassirer, 1944; Olson, 1976; Vygotsky, 1979).
Los més estudiados y los que mayor impacto tienen en la cognicién humana son los me-
dios simbdlicos. Los medios suelen, en este caso, transcender las limitaciones de la mente
(por ejemplo Ja carga atencional o la capacidad de memoria a corto plazo) y modifican pro-
fundamente la cognicién y el conocimiento de la realidad (Cole & Griffin, 1980).

2 En el 4mbito informdtico, y desde que Papert (1981) utilizase este término, «micro-
mundo» se refiere a un «objeto» informatico ideado para ofrecer al alumno un terreno de .
experiencia y exploracién en un dmbito determinado. Los micromundos pueden variar en
complejidad y generalidad. El micromundo de la Tortuga est4 constituido, por ejemplo, por
un dispositivo luminoso que puede trasladarse y dejar trazos en la pantalla cuando se comu-
nican al ordenador una serie de instrucciones del lenguaje de programacién LOGO; la Dina-
motortuga es otro micromundo en el que el dispositivo luminoso puede ser accionado por
instrucciones simples pero en este caso el movimiento de la tortuga viene regido por las leyes
de Newton; se pueden concebir pues miltiples micromundos que faciliten la exploracién
de los alumnos de determinadas leyes, conceptos o reglas matematicas, fisicas, musicales, etc.

*> Esto no quiere decir en absoluto que el planteamiento de cualquier problema vaya a
apasionar automaticamente a todos los alumnos. La motivacién y el grado de interés son ele-
mentos demasiado complejos e interacttian con demasiados otros aspectos (individuales, pe-
ro también interindividuales, ligados tanto al disefio de las situaciones educativas como al
papel del profesor y a su relacién con el alumno) (Riviere, 1990) como para ponerlos en rela-
cién sencilla con la situacién de resolucién de problemas. Creemos sin embargo que la situa-
cién de resolucién de problemas debidamente disefiada puede favorecer el grado de implicacién
e interés del alumno por el hecho de que muestra con mis claridad que otras situaciones
el objetivo a alcanzar y por esto contribuye a dar sentido a las actividades que realiza el alumno.

4 Es dificil demostrar con rigor que un nuevo medio introduce cambios cualitativos en
la manera de conocer y aprender y que no se trata de una diferencia tan sélo cuantitativa.
Para convencerse de tal cambio cualitativo pensemos en la diferencia entre el conocimiento
y su transmisién antes y después del descubrimiento de la escritura, antes y después del des-
cubrimiento de la imprenta, antes y después del descubrimiento de la informética. O pense-
mos en lo que aporta la posibilidad de notacién decimal en la experiencia numérica si la
comparamos a una notacidn gestual o a la notacién romana. En todos estos ejemplos aparece
una transformacién profunda del conocimiento y de su margen de aplicacién debido a un
cambio en el medio utilizado.
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Aprender matemdticas con ordenadores.
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Resumen: E! uso de ordenadores para aprender matematicas pude significar un cambio cuali-
tativo en la manera de aprender y puede ofrecer al alumno nuevas posibilidades de actuacion
en su experiencia matemdtica. Este cambio en el proceso de aprendizaje es analizado a través
de cuatro dimensiones: 1) interactividad y comunicacion, 2) integracién de diferentes medios
simbdlicos, 3) articulacion del conocimiento declarativo y del conocimiento procedimental y
4) situacion de resolucion de problemas. Cada dimension es ilustrada con un ejemplo que muestra
cdomo se puede utilizar el medio informdtico para trabajar diferentes conceptos matemdticos.
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