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En «El aprendizaje de las matematicas elementales como
proceso condicionado por la cultura», Carlos Vasco examina el
«mito» de que las matemadticas son un «lenguaje universal de
la ciencia» vy, por tanto, una materia supracultural. En sus
andlisis de casos de nifios colombianos, llega a la conclusion
de que las matemdticas pueden depender tanto de la cultura
como el aprendizaje de la literatura o la historia. Segin
Vasco, la mayoria de los enseniantes cree que los nirios no

saben nada de matematicas cuando entran en la escuela; por
tanto, la ensenianza de la «<matemdtica moderna» sélo puede
llegar a un pequeno porcentaje de los nirios. Vasco aduce que
sélo los estudiantes que pueden construir sus propios «sistemas

conceptuales a pesar de sus maestros» y desentraniar por su
cuenta la marana de sistemas simbélicos seran inmunes a la

«fobia a las matemadticas».

INTRODUCCION

Norma X vive en un barrio pobre que
se encuentra en las empinadas colinas al
este de Bogotd, Colombia. Cuando la
conoci hace seis anos, tenia siete anos de
edad y asistia a una clase de primer cur-
so de una escuela local. Solia ayudar a
su madre a vender bocadillos y refres-
cos los domingos en un parque cercano.
Podia vender una docena de botellas de
refresco a nueve pesos la botella y de-
volver el cambio de un billete de 200 pe-
sos con rapidez y exactitud. Pero sus-

endié la aritmética de primer curso.

Luis Eduardo Y abandoné el cuarto
curso en 1975. Unos afios mis tarde qui-

so obtener el titulo de graduado escolar
pasando un examen del Estado que se
convoca dos veces al afio para los aspi-
rantes a matricularse en segunda ense-
fianza. No se atrevié a presentarse por-
que pensaba que no sabia nada de trac-
ciones. Pero yo sabia que era un meci-
nico muy capaz y que era muy experto
con tuercas y tornillos, llaves y calibra-
dores. Su mente despierta podia «ver»
instantineamente que una Have de 3/8
de pulgada no podia apretar una tuerca
de megia pulgada y ni siquiera un tor-
nillo de 1 cm segin las medidas euro-
peas. A mi me hizo falta lipiz y papel
para comprobar que tenia razén. Cuan-
do se dio cuenta de que sabfa mucho de
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fracciones, pasé sin problemas el exa-
men del Estado y con muy buenas cali-
ficaciones. Ahora acaba de finalizar la
segunda ensefianza y desea ser ensenan-
~ te (de matemiticas, claro).

Se cree que la matematica es, de todas
las materias académicas, la mas indepen-
diente de la cultura. Enla ensefianza de
la mayoria de los paises iberoamerica-
nos se emplean textos de «Matemitica
Moderna» impresos en los Estados Uni-
dos o en Bélgica que se traducen al por-
tugués y al castellano con unas minimas
variaciones en los problemas de enun-
ciado verbal. Al mirar hacia atris vere-
mos que, antes, las cosas no eran distin-
tas: los textos escolares que se solian
emplear en Colombia se copiaban unos
a otros en una cadena cuyos origenes se
remontaban a la aritmética espafiola o
latina del Renacimiento. El mito de las
matemiticas como lenguaje universal de
las ciencias y la imagen superficial de la
verdad matemitica como algo invatia-
blemente estruturado a priori en la ra-
z6n humana, reforzaban el estereotipo
de las matemiticas como materia supra-
cultural.

La distincién entre las cifras romanas
y las drabes indic6 una medida de de-
pendencia cultural. Pero se pensé que
sus causas fueron las primeras etapas de
desarrollo de pueblos. primitivos, acci-
dentes histéricos .y el desarrollo tardio
de la escritura. Era algo arcaico, situado
en un nivel superficial de simbolismo y
completamente inmaterial desde e} pun-
to de vista de la matemitica contempo-
rinea.

Sin embargo, la palabra «arcaico» tie-
ne connotaciones mis profundas que la
mera obsolescencia. Apunta hacia los
origenes, las fuentes, los principios y los
fundamentos. ¢ Deberiamos adentrarnos
mis en las raices de las matematicas?

La Argueologia del conocimiento de
Michel de Foucault me ensefé a descu-
brir estratos ocultos mediante un anali-
sis detallado del discurso. Los verdade-
ros estudios arqueoldgicos de Jean Pia-
get sobre el desarrollo lento y tortuoso
de los conceptos matemiticos en los ni-
nos, me ensend a escucharlos con mu-
cha atenci6n y a interpretar sus errores
aparentes como sintomas de un tipo dis-
unto de estructura légica. El psicologo
ruso Lev. A. Vygotsky me ensend ex-
plicitamente por d6nde empezar a inves-
tigar:

Que el aprendizaje de los nifios empie-
za mucho antes de que asistan a la escue-

la es el punto de partida de esta discusién.
Todo aprendizaje que emprende un nifio
en la escuela tiene siempre una historia
anterior. Por ejemplo, los nifios empie-
zan a estudiar aritmética en la escuela,
pero mucho antes ya han tenido alguna
experiencia con las cantidades, es decir,
han tenido que tratar con operaciones de
divisién, adicién, sustraccién y determi-
nacién de tamanos. En consecuencia, los
ninos tienen su propia aritmética prees-
colar, cosa que sélo los psicélogos mio-
pes pueden ignorar . -

El objetivo de este articulo es deter-
minar de la manera mas precisa posible
la dependencia cultural gel proceso de
aprendizaje de las matemiticas. ;Qué
hay de esencialmente correcto en la pre-
tendida universalidad de las matemiti-
cas? ¢Dénde cabe situar los aspectos
culturalmente especificos de las mate-
miticas, tanto en el plano teérico como
en el empirico? ¢Coémo 'se deben em-

lear para desarrollar un curriculo para
f;s matemaiticas elementales que esté
culturalmente adaptado? Estas son las
preguntas que guian la investigaci6n.

EL MARCO CULTURAL

En Colombia, los programas de pri-
mera y segunda ensenanza los establece
el Ministerio de Educacién siguiendo un
criterio centralista y son obligatorios
para todos los centros escolares, sean és-
tos publicos, privados, urbanos o rura-
les. Las esporadicas reformas realizadas
al curriculo han consistido en algunas
adiciones, eliminaciones y recombina-
ciones de los contenidos de los progra-
mas. En 1975, un Gobierno liberal re-
cientemente elegido inicié una reforma
escolar exhaustiva denominada «Mejora
Cualitativa de la Ensefianza». Se hizo un
proyecto de un ambicioso curriculo ex-
perimental para los tres primeros cursos

ue se someti6 a prueba en una muestra
3e escuelas repartidas por todo el pais.
En 1978, la Universidad Nacional de
Colombia me desginé Asesor del Minis-
terio de Educaci6n para la reestructura-
cién de las metematicas escolares. Des-
de el primer proyecto se han realizado
muchas evaluaciones y nuevas redaccio-
nes de los programas experimentales, y
se ha enviado un nuevo conjunto de
programas para los cinco cursos de la
ensenianza elemental a ensefiantes y a
universidades para que procedan a su
evaluacién. -
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Cerca de la mitad de las escuelas pi-
blicas se encuentran en zonas rurales y
a las escuelas piblicas urbanas sélo asis-
ten estudiantes de clase media-baja y
baja. La variedad cultural que se da en-
tre las distintas régiones del pais, entre
los distritos urbanos y rurales y entre las
clases pobres y las clases medias no pue-
de abarcarse adecuadamente con un pro-

rama prescrito desde supuestos centra-
Fistas, pero la diferenciacién (o incluso
el «seguimiento») curricular no es facti-
ble politicamente. Se ha adoptado una
politica mas flexible consistente en
adaptar los programas a las condiciones

locales y éstimular la redaccién local de

las Unidades Integradas de Aprendiza-
Je; creo que esto es bisicamente acerta-
do, pero hace que la evaluacién de las
pruebas experimentales sea dificil de ob-
tener y atn mis dificil de interpretar.
Como era de esperar, los experimen-
tos con los nuevos programas han ori-
ginado més preguntas que respuestas. La
resistencia de %os maestros al cambio
estd muy generalizada, y los Sindicatos
de Ensenantes ponen obsticulos a las re-
formas como una estrategia para incre-
_mentar sus poderes en la mesa de nego-

ciaciones. Los grupos de extrema dere-

cha encuentran que los cambios son
«peligrosos» (inspirados por el comu-
nismo internacional) y los grupos de ex-
trema izquierda los tildan de «inutiles»
o «dictados por el imperialismo yan-
qui».'La investigacién local en la educa-
c16n es minima y la investigacién reali-
zada en otros paises suele ser contradic-
toria o ficilmente descalificada. Se pue-
den encontrar resultados contradicto-
rios en la mayoria de las cuestiones re-
lativas a la ensenanza de.las matemati-
cas 2.

La feroz guerra entre la «Matemitica

Moderna» y el «Retorno a lo fundamen--

tal» simplifica en exceso estos temas. Las
discusiones son ardorosas y emociona-
les y los datos esgrimidos por cada ban-
do se vuelven a interpretar con toda fa-
cilidad por el otro. Pero en las evalua-
ciones, en las rencillas politicas, en las
investigaciones, y en la polémica entre
la «Matemitica Moderna» y el «Retor-
no a lo fundamental» hay una manifies-
ta ausencia del motivo principal de este
articulo: ¢ Qué conflictos se pgntean en-
tre la matemitica universal clisica y los
sistemas matematicos concretos que se
encuentran en las culturas locales?
¢Cémo detectar, refinar y utilizar estos

sistemas transmitidos culturalmente

para una reforma curricular? ;Qué ex-
periencia con estos sistemas matemati-
cos concretos poseen ya los nifios antes
de entrar en la escuela o fuera de ella?
No sélo los psicélogos miopes, sino
también casi todo el mundo, suelen dar
or sentado de una manera rutinaria que
os nifos no saben nada de las matema-
ticas reales cuando entran en la escuela,
a excepcién, quizd, de contar hasta un
nimero determinado. ; Qué hay de ver-
dad en esta suposicién?
E incluso los psicélogos perspicaces,
y pricticamente todo el mundo, piensan
que las matemiticas escolares son un
tema universal cuya dependencia cultu-
ral se limita al lenguaje informal, los

-simbolos matemiticos y los ejemplos

triviales y problemas de enunciado ver-
bal que se emplean en las clases y en los
libros de texto. ¢Estriba en esto la im-
portancia de la dependencia cultural?

UN INSTRUMENTO PARA LA
INVESTIGACION CULTURAL
EN MATEMATICAS

Es bien sabido que incluso las cultu-
ras no alfabetizadas suelen poseer siste-
mas de comercio complejos, cilculos as-
tronémicos y de calendario, intricados
sistemas de unién con estructuras mate-
maticas refinadas, etc. Pero ya no es tan
sabido que los nifos pueden manejar
sistemas matematicos —o, al menos,
protomatemiticos— complejos con
gran soltura mucho antes de llegar a la
escuela o sin haber asistido nunca a ella.

Muchos resultados dispersos pero co-
herentes sugerian el deésarrollo de un
instrumento tedrico para abordar los da-
tos empiricos, para establecer el campo
con una perspectiva méis amplia, para
ofrecer un marco de referencia a poste-
riores investigaciones, para elaborar un
lenguaje disciplinado y, sobre todo, para
permitir al ojo de la mente una visién
mis clara de las lagunas o agujeros..En
mi opinién, uno de los principales usos
de la teoria es la posibilidad de hacer es-
tas lagunas o agujeros mas visibles. Por
definicion, los agujeros son no-entida-
des y, en consecuencia, no se pueden
percibir directamente. El hecho de que
alguien los perciba indica la existencia de
una teoria subyacente, aunque sélo sea
la anticipacién de un campo de visién
uniforme. Si existe una teoria y se pue-
den ver sus bordes, se pueden defintr la-
gunas. Si no hay teoria, no hay lagunas.



Todo el mundo esti de acuerdo en que
la ensefanza de las matemaiticas escola-
res estd llena de lagunas. ¢ Cémo clasifi-
carlas y analizarlas? ; Cémo descartar las
pseudolagunas y detectar las nuevas?
¢Cémo percibir los vacios culturales y
la vacuidad pseudo-matemaitica?

La abusiva moda de «el enfoque de los
sistemas» durante los afios sesenta, aho-
ra forjada y cincelada por veinte afios de
duras criticas, aportaba las claves para la
comprensién de los sistemas matemiti-
cos impartidos en la escuela y los que
eran familiares para los nifios en su casa
y en su vecindario. Hace falta una ver-
sién refinada de una Teoria General de
Sistemas aplicable a la investigacién de
la ensenanza de las matemiticas. Debe-
ria abarcar la totalidad de las matemiti-
cas existentes sin ambigiiedades pedan-
tes; deberia delimitar el campo y ayudar
a indicar las lagunas; de manera ideal,
deberia superar el enfoque centrado en
la 16gica de conjuntos propio de la Ma-
tematica Moderna y el enfoque basado
en las rutinas numéricas de los seguido-
res del Retorno a lo fundamental. Pero
también deberia satisfacer una exigencia
aparentemente contradictoria: a pesar de
la pretendida generalidad y universali-
da«f, deberia ayudar a detectar diferen-
cias culturales muy sitiles en los sitemas
protomatemdticos y mateméticos que en
realidad usan los nifios y los adultos no
escolarizados.

A finales de los afios setenta intenté
desarrollar una versién apropiada de la
Teoria General de Sistemas en un mar-
co mis general ® y refinarla con vistas a
la investigacién y el desarrollo curricu-
lar en matemiticas *. Para los fines limi-
tados de este articulo y por mor de un
acuerdo minimo en cuanto a la termino-

logia, sigue a continuacién una versién.

abreviada de la misma.

LA DIVISION INTERNA DE LOS
SISTEMAS MATEMATICOS

En el presente contexto, pensemos en
los sistemas como formados por com-
ponentes, procedimientos y relaciones.
De una manera mis forma{, podriamos
pensar en un sistema como en un triple
ordenado (C, P, R) consistente en un
cojunto de componentes, un conjunto
de procedimientos y un conjunto de re-
laciones.

Los componentes son discernibles,
miltiples, pasivos en relacién a los pro-

cedimientos y sometidos a las relacio-
nes. \Son cosas, objetos, elementos, pun-
tos, individuos... a reconocer y manipu-
lar. O se ven, o se pasan por alto.

Los procedimientos son activos y
apuntan a lo prictico; exigen tiempo,
energia y destreza. Son acciones, trans-
formaciones, procesos, operaciones, al-
goritmos, rutinas, funciones... a ejecu-
tar. O se hacen, o se omiten.

Las relaciones son mis sutiles y apun-
tan a lo tedrico; vinculan o separan las
cosas entre si. Son atracciones o repul-
siones, similitudes o diferencias; relacio-
nan, estructuran, organizan componen-
tes. O se captan, o se pierden.

Es instructivo tratar de definir com-

onentes, procedimientos o relaciones.
%odas las definiciones acaban siendo cir-
culares. Se han dado algunos intentos de
reducir procedimientos a relaciones y
relaciones a conjuntos de n-uplos orde-
nados. Como reducciones utiles, pueden
ser pricticas para unos fines determina-
dos; como definiciones, erran completa-
mente el blanco. Puede considerarse que
los componentes son las piezas de cons-
truccién de los sistemas. Puede conside-
rarse que los procedimientos proporcio-
nan la dindmica a los sistemas. Y puede
considerarse que las relaciones propor- .
cionan la estitica —la estructura— a los
sistemas.

Los sistemas tienen estructura, no al
contrario. Varios sistemas pueden tener
la misma estructura. Los mismos com-
ponentes pueden organizarse en estruc-
turas distintas. Se pueden detectar varias
estructuras distintas en el mismo siste-
ma; pero cuando se fija una estructura
definida y se olvidan, rechazan o abs-
traen las demis, se empieza a hablar de
un sistema definido Gnicamente por la
estructura en cuestion. Se habla de la es-
tructura de agrupamiento ordenado del
sistema de los enteros bajo la adicién
con el orden usual, y se abstrae de la es-
tructura de anillo o de la estructura par-
cialmente ordenada determinada por el
orden multiplicador (divisor/miltiplo).
Aqui, los enteros son los componentes,
la adicién es el procedimiento y el or-
den aditivo usuaf es la relacién. Pero se
puede tener un conjunto entero de pro-
cedimientos como la adicién, la sustrac-
ci6n, la multiplicacién, {a divisién eucli-
diana, entre otras; y un conjunto com-
pleto de relaciones como estrictamente
menor que, menor o igual que, estricta-
mente mayor que, mayor o igual que,
divisor propio, divisor o igual, miltiplo
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propio, miltiplo o igual, antecedente,
consecuente, opuesto (en cuanto a sig-
no), entre otros. Todos los procedi-
mientos mencionados son binarios en el
sentido de que cada uno trata con dos
componentes 2 un tiempo para produ-
cir otros; pero hay muchos procedi-
mientos en los que s6lo interviene un
componente a la vez (unarios), o tres
componentes a la vez (ternarios) o n
componentes a la vez (procedimientos
n-arios). También todas las relaciones
mencionadas son binarias en el sentido
de que cada una de ellas vincula o no
dos componentes a la vez; pero también
hay muchas relaciones que vinculan o
no un dnico componente a la vez (pre-
dicados unarios), o tres componentes a
la vez (ternarios) o n componentes a la
vez (relaciones n-arias).

Cada procedimiento define una rela-
cién asociada natural que vincula los
componentes empleados como argu-
mentos y los obtenidos como resultado:
la relacion entre las materias primas y el
producto acabado. Estas relaciones que
se obtiene de los procedimientos (pero
que son distintas (ﬁe ellos) junto con las
relaciones dadas explicitamente, consti-
tuyen la estructura del sistema. Las re-
laciones estructuran, organizan, siste-
matizan el sistema. Un sistema sin rela-
ciones (y, en consecuencia, sin procedi-
mientos) es un sistema «muerto»: care-
ce de estructura. Por tanto, un conjunto
de componentes es el cadaver de un sis-
tema. Se pueden definir, o montar o
construir muchas estructuras con el mis-
mo conjunto de componentes, que se
denomina universo o conjunto subya-
cente al sistema.

Las estructuras son abstractas en re-
lacién a los sistemas. En cierto sentido,
las estructuras son lo que tienen en co-
mun varios sistemas similares: pueden
tener la misma estructura en un sentido
que se precisa con facilidad. A su vez,
los sistemas, por muy abstractos que
puedan parecer, son concretos con res-
pecto a Els estructuras. El grupo aditivo
de los enteros es un sistema concreto; la
estructura del grupo abeliano es abstrac-
ta: muchos otros sistemas concretos tie-
ne la misma estructura del grupo abelia-
no.

Esta manera directa de dividir los sis-
temas en tres tipos de entidades muy di-
ferentes fue de lo mis fructifera en el
anélisis conceptual de todos los sistemas
matematicos encontrados en el curricu-
lo escolar, desde preescolar hasta la uni-

versidad. Sin la clarificacién conceptual
aportada por esta-divisién interna tripar-
tita de los sistemas matematicos, el ana-
lisis cultural hubiera sido imposible °.

LA DIVISION EXTERNA DE LOS
SISTEMAS MATEMATICOS

Una vez analizados internamente en
componentes, procedimientos y relacio-
nes, puede verse que todos los sistemas
de la matemaitica escolar y todos los sis-
temas que funcionan culturalmente
cOmo matematicos 0 protomatematicos
fuera de la escuela existen a tres niveles
muy distintos.

Nivel superficial: Sistemas simbélicos

Son los Gnicos que aparecen en los li-
bros de texto. No es de extranar: en los
libros de texto sélo se pueden imprimir
simbolos. Son los 1nicos que se ensenan
alos ninos. No es de extranar: los maes-
tros s6lo pueden emitir sonidos, dibujar
signos, formar gestos, y todo esto es, ex-
clusivamente, transmisién de simbolos.

Los filésofos formalistas de la mate-
matica piensan —o tratan de obligarse a
si mismos a pensar— que los sistemas
simbélicos son la totalidad de la mate-
matica. Por fortuna, no es asi. Los sis-
temas formales ni siquiera son la totali-
dad de los sistemas simbélicos de la ma-
temitica: la mayoria de las matematicas
escritas y habladas consisten en sistemas
simbélicos informales.

Los sistemas de numeracién (a dife-
rencia de los sistemas numéricos) son
buenos ejemplos de sistemas simbdlicos.
Tomemos por ejemplo la numeracién
romana o nuestro propio sistema deci-
mal arabigo-hinda.

Nivel basico: Sistemas conceptuales

Una vez asignados al formalismo y al
conductismo sus nichos adecuados, las
filosofias constructivistas de la matema-
tica y las escuelas cognitivas de la psico-
logia pudieron volver a hablar de cons-
truir, manipular y comprender sistemas
conceptuales sin sentimientos de culpa.
Los sistemas conceptuales son los que se
adoptan en los buenos libros de texto,
aun cuando sélo puedan hablar o escri-
bir de ellos mediante sistemas simbéli-
cos (ya hay libros de texto parlantes en
el mercado). Los sistemas conceptuales
son los que construyen los nifios con
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lentitud —no siempre con dolor— des-
de sus primeros meses de vida. Los sis-
temas numéricos (a diferencia de los sis-
temas de numeracién) son buenos ejem-
plos de sistemas conceptuales. Tome-
mos por ejemplo los denominados nu-
meros naturales o nimeros cardinales
con sus procedimientos (operaciones) y
relaciones usuales. Evidentemente, los
nimeros «naturales» son tan «artificia-
les», tan obras de arte, tan construidos
y elaborados, tan hechos por el hombre
o la mujer como cualquier otra cosa que
se nos pueda ocurrir. Pero se constru-
yen tan pronto que parecen naturales.
También nos podemos dar cuenta de
que el sistema conceptual de los niime-
ros naturales con sus procedimientos y
relaciones es indepencﬁente del sistema
de numeracién que elijamos, sea habla-
do en inglés, sea hablado en castellano,
sea escrito en cifras romanas, sea €scrito
en cifras arabigo-hindis, sea codificado
- en binario. Es esencial darse cuenta de
que un dnico sistema conceptual en el
nivel bdsico puede aparecer como una
pluralidad de sistemas simbélicos en el
nivel superficial.

Nivel arcaico: sistemas objeto

Hubo que cavar mucho para descu-
brir los diferentes estratos que se hun-
den en el subsuelo. Piaget, Vygotsky y
Bruner contribuyeron mucho a ello. El
anélisis del lenguaje y las «entrevistas
clinicas» atin ayudaron mis. Pero se
pueden hacer muchos anilisis y muchas
entrevistas clinicas sin saber K) que se
busca. Las ideas clave proceden de un li-
bro desconocido publicado en 1973 por
el historiador y fifésofo de la matemdti-
ca de origen francés Pierre Raymond. Es
desconocido para los matematicos y los
educadores porque nadie deduciria, a
partir de su titulo (Le passage an maté-
rialisme) que tiene algo que ver con la
matemdtica; y es desconocido para los
filssofos materialistas porque cesan de
leerlo en cuanto se dan cuenta de que
trata de la matemitica. Resulta que a mi
me gusta la matemdtica, entre otras cien-
cias, y también me gusta la filosofia ma-
terialista, entre otras filosofias, y encon-
tré el libro fascinante. Indica ercamino
para una arqueologia de las construccio-
nes matemdticas. Muestra que los siste-
mas conceptuales de reciente construc-
ci6n en la matematica proceden de la
abstraccion de transformaciones activas
en sistemas mis profundos. A continua-

cién, estos se olvidan. Por tanto, los sis-
temas arcaicos son pasivos en relacién al
sisterna activo que actiia sobre ellos. Son
concretos en rgacién al sistema concep-
tual de reciente construccién, que es
abstracto por definicién: se abstrae, se
extrae del sistema o sistemas concretos
que le dan origen. Son naturales con res-
pecto al sistema conceptual artificial
construido con ingenio, que sustituye o
supera a los sistemas arcaicos °.

NIVEL ARCAICO: SISTEMAS
OBJETO A

Pensemos en ninos jugando con co-
lecciones concretas de objetos cotidia-
nos. Si pensamos en colecciones de di-
bujos, juguetes, piezas de vajilla o, atn
mejor, en colecciones de piedras o de
chapas, nos podemos imaginar a un nifio
de un barrio pobre de Colombia trasla-
dando cosas de aca para alla, observan-
do, sopesando, amontonando cosas, in-
ventando sus propios juegos. Al princi-
pio tiene algunos objetos con los que ju-
gar, realiza con ellos algunas acciones y
percibe algunas similitudes y diferencias
entre ellos. Esto es, precisamente, un
sisterna con sus componentes, sus pro-
cedimientos, sus relaciones. Mediante el
agrupamiento de objetos con la mano,
mediante la «Gestalten» visual-neural,
mediante las propiedades comunes, me-
diante comparaciones, su sistema origi-
nal de piedras y chapas se convierte en
el sistema objeto de un nuevo sistema de
colecciones de estos objetos. Los nue-
vos objetos son ahora colecciones, sub-
colecciones de la original (que normal-
mente no incluyen a la coleccién origi-
nal completa ni a la coleccién vacia).
Luego empieza a reunir y desunir colec-
ciones a partir de otras colecciones;
agrupa y separa; aparta las chapas de una
marca J’ada de reﬁescos del resto; colo-
ca una pila o una hilera de chapas enci-
ma o al lado de otra. Percibe algunas si-
militudes y diferencias entre las colec-
ciones. Esto es, precisamente, un nuevo
sisterna: sus componentes son las sub-
colecciones; sus procedimientos son la
reunién y la complementacién; sus re-
laciones son la inclusién, la disyuncién,
no tener nada en comin con, tener un
numero mayor de objetos que, tener un
nimero menor de objetos que, tener el
mismo numero de objetos que...

‘A medida quec el nifio juega con el sis-
tema objeto original, empieza a cons-
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truir un sistema conceptual muy intere-
sante, descrito en detalle por Piaget y
clasificado por él como «Agrupamien-
to»: casi un grupo, pero no del todo;
casi un reticho, pero no del todo. Pue-
de que a los matemiticos no les guste
este mounstruo hibrido, pero basta para
jugar con chapas con los preescolares del
vecindario durante media hora para lle-
gar al convencimiento de que elpsistema
conceptual que estin construyendo no
es el algebra booleana usual de conjun-
tos con unién, interseccién y comple-
mentacién, ni el reticulo booleano de
conjuntos con inclusiéon que los fanati-
cos de la Matemitica Moderna creen que
son. Pero tampoco es el sistema de1os
nimeros naturales. Los faniticos del
Retorno a lo fundamental piensan que
estan construyendo los dos. Mi hipdte-
sis es que el fallo de la Matematica Mo-
derna se debe a la falta de similitud en-
tre el sistema conceptual de los ensefian-
tes y el de los autores de los libros de
texto (el dlgebra booleana usual de con-
juntos o su reticulo equivalente) y el sis-
tema conceptual de los ninos: el sistema
de juegos (f; colecciones que tiene, en-
tre otras, una estructura de «agrupa-
miento». Pero ahora, si nos hemos dado
cuenta de las tres relaciones percibidas
por el nifio en su juego de colecciones,
parecen tener que ver algo mas con el
nimero: menor que, mayor que, igual.
Pero ain no. Mi%ip()tesis sobre el fra-
caso del «Retorno a lo fundamental» es
que trata de forzar a los ninos a tragarse
los nimeros mediante rutinas simbéli-
cas (las palabras uno, dos, tres..., tam-
bién son simbélicas), antes de que aca-
ben de disfrutar con los juegos c?e colec-
c16n, mas adecuados culturalmente (para
su edad y su entorno).

Pronto se dan cuenta de que estas re-
laciones que pueden expresar (en el ni-
vel simb(%ico) €OMO «menor que» «ma-
yor que» «lo mismo que» dividen de
manera natural las subcolecciones en lo-
tes que tienen el mismo nimero de cha-
pas. Esta relaciéon de equivalencia se
construye a partir de las otras dos rela-
ciones de orden «menor que» y «mayor

ue» cuando falla el orden. La depen-
gencia de muchas relaciones de equiva-
lencia de las relaciones de orden no se
encuentra en los libros de texto de ma-
temdticas. Pero se detecta simplemente
como un fallo en el ordenamiento: pi-
damos a un grupo de ninos que se pon-
gan en fila por orden de altura; si vemos
que dos ninos se empujan durante de-

masiado tiempo, es que tienen la misma
altura.

Observemos que estas relaciones que
hemos expresado en el nivel simbélico
como «con menos elementos que» «con
mis elementos que» y «con el mismo
nimero de elementos que» no dependen
del concepto de niimero. Al contrario:
el concepto de nimero se construye a
partir de estas tres relaciones, cuando el
juego de las subcolecciones se toma
como sistema objeto de un nuevo siste-
ma conceptual: los nimeros naturales a
partir de «uno» con «subir de uno en
uno» como procedimiento natural y
«ser el siguiente de» como relacién na-
tural. El procedimiento es unario, no bi-
nario como la adici6én. Peano tenia mis
razén de la que creia cuando formalizé
los niimeros naturales en su primera ver-
si6n a partir del uno y usando el conse-
cuente como la Gnica operacién. A los
nifos les gusta su sistema.

Pero no les gusta el sistema de nime-
ros naturales de los maestros y de los li-
bros de texto con sus cuatro operacio-
nes (ninguna de ellas es la que ll;e’s gusta
a ellos) y sus dos relaciones de orden
aditivo: menor o igual, mayor o igual.
Los nifios aceptan mis bien las relacio-
nes: estrictamente menor que, estricta-
mente mayor que. Pero para los mate-
maticos estas relaciones no son reflexi-
vas y, de ahi que, por la definicién de la
relacién de orden, no deberian denomi-
narse «Srdenes». Denominarlas «érde-
nes estrictos» es una contradiccién de
términos, a pesar de la amplitud de su
uso. Al principio, los nifios construyen
un sistema numérico conceptual para
cada tipo de juego de coleccién: dos
chapas, dos piedras, dos caramelos... La
existencia real pero efimera de estos sis-
temas numéricos concretos es amplia-
mente testimoniada por la lingiiistica y
la psicologia cognitiva. Son etapas inter-
medias en la construccién del sistema de
nimeros naturales, abstractas en rela-
c16n a los juegos concretos de las sub-
colecciones «menor», «mayor» o
«igual», juegos que a su vez eran abs-
tractos en relacidn a los juegos con cha-
pas, piedras, dibujos o caramelos.

La aritmética «a la antigua» sigue ha-
blando de «nimeros concretos» como
dos chapas y «ntimeros abstractos»
como el dos. Vale la pena revivir esta
distincién. Marca los sistemas protoma-
temdticos culturalmente relevantes a
partir de los cuales se construye el sis-
tema matemdtico de los nimeros natu-
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rales con sus operaciones y relaciones en
el nivel conceptual. Es el que Norma X
sabia manejar.

En cuanto el sistema de nimeros na-
turales se construye como abstracto y el
nifio ha jugado con él durante afios, con-
tando hacia adelante y hacia atris, sal-
tandose dos o tres nimeros a la vez, em-
pieza a darse cuenta de que subir de dos
en dos o bajar de dos en dos son proce-
dimientos nuevos e interesantes en si
mismos. Ahora empieza a tratar el otro-
ra abstracto sistema de niimeros natura-
les como sistema objeto; los procedi-
mientos que actuaban en los nimeros
naturales‘}laciéndolos aumentar o dismi-
nuir empiezan a tener una personalidad
propia. Empieza a construir los enteros
con signo. Luego ve que el procedimien-
to natural entre dos enteros con signo

“es aplicarlos sucesivamente a un niime-
ro natural. Los nuevos procedimientos
y relaciones empiezan a construirse con-
ceptualmente, y un nuevo sistema, abs-
tracto en relacién al sistema objeto de
los niimeros naturales, empieza a tomar
forma. Lo que un matematico denomi-
narfa composicién de dos operadores es
para el nino la adicién natural de ente-
ros: sl se aumenta en cuatro y luego se
disminuye en tres, es lo mismo que au-
mentar en uno. ¢Se trata de adicién o de
composicion? Al nifio no le podria im-
portar menos: él puede aplicar el nuevo
procedimiento a ros componentes nue-
vamente formados de su sistema con-
ceptual. Los enteros son naturales cuan-
do los niimeros naturales se vuelven tan
familiares que parecen naturales. Pero
en los libros de texto usuales, todo lo
que se encuentra acerca de esta cons-
truccién culturalmente natural de los
enteros con signo es un confuso y com-
plejo juego de palabras con doble senti-

o de que los enteros son clases de equi-
valencia o pares ordenados de niimeros
naturales. S6lo un trabajo arqueoldgico
muy preciso podria detectar que estas
clases de equivalencia son precisamente
los cuerpos muertos (grafos) de los en-
teros con signo vivos y activos como
operadores hacia arriba y hacia abajo
que a los nifios les encanta construir. En
realidad, el operador activo + 2 aplica-
do a los nimeros naturales como siste-
ma objeto tiene como grafo el conjunto
de pares ordenados (0,2), (1,3), (2,4), ...,
(n, n + 2), ... Pero usar esto como defi-
nicién para un nifio que puede construir
el operador activo por su cuenta es tan
inadecuado como definir una hora como

el conjunto de pares ordenados (media-
noche, 1 de la madrugada), (1 de la ma-
drugada, dos de la madrugada), ..., (11
de la manana, mediodia), (mediodia, 1
de la tarde), ..., (11 de la noche, media-
noche). ¢Nos gustaria asi? ¢Y qué
ocurre con la hora que hay entre la una
y media y las dos y media? Cualquier
chaval honrado nos diria que no le gus-
ta definir los enteros como clases de
equivalencia. Y tampoco los podemos
listar todos. Sin embargo, realmente po-
demos construir el concepto en cuanto
podemos contar los nimeros naturales
hacia arriba y hacia abajo de uno en uno
o0 a saltos. Y se trata de procedimientos
dificiles de dominar. Los faniticos del
Retorno a lo fundamental tienen razén
en insistir a los fanaticos de la Matemi-
tica Moderna que no deberfan ensefiar
los enteros como clases de equivalencia;

ero se equivocan al tratar de forzar a
Fos ninos a dominar los enteros median-
te rutinas simbdlicas que serdn olvida-
das y confundidas justo después del exa-
men final si no estan articuladas con los

rocedimientos de salto hacia arriba y
Eacia abajo.

Por cierto, la infinidad de numeros
naturales y de enteros positivos (como
operadores no son lo mismo que sus ob-
jetos) es ficilmente comprensible por los
ninos pequenos como lo ilimitado (la in-
finitud) en cuanto dominan el procedi-
miento de aumentar. Permitaseme aca-
bar esta seccidn con la siguiente historia
veridica.

En 1978, Santiago Z, en aquellos
tiempos un estudiante de segundo cur-
0, empez6 una competicién conmigo:
él decia un ndmero grande y yo le de%ia
contestar con otro mayor, etc. Empezé
sin problemas: «jNovental». Yo dije:
«jCiento noventa!». «;Doscientos!» dijo
él. «;Dos mil!» dije yo. «;Noventa mil!»
continué él, a lo que yo respondi:
«jCien mil!». Se exasper6 y chillé: «jIn-
finitos mil!». Perdi yo.

NIVEL BASICO: SISTEMAS
CONCEPTUALES

A estas alturas deberd quedar claro
que el nivel basico se desplaza hacia arri-
ba en cuanto se domina un sistema y
puede convertirse en el sistema objeto
de la siguiente construccion. Cabe reco-
nocer a Piaget el mérito de darse cuenta
de que la nueva construccion es el resul-
tado de una «abstraccién reflexionante»
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de procedimientos, no de objetos ni de
relaciones. Los procedimientos adquie-
ren el status de objetos cuando se olvi-
da el sistema arcaico. Esto ocurre con
los enteros con signo y con los niime-
ros ractonales, que surgen culturalmen-
te como procedimientos en sistemas ob-
jeto y que después se convierten en ob-
Jetos pasivos que se pueden representar
como puntos en una linea estatica. Los
ensefiantes y los autores de libros de tex-
to piensan que estos son los enteros o
las ,f)racciones, y confunden los temas sin
esperanza para los pequefios que tratan
de construir los procedimientos activos
y dominarlos. El primer sistema concep-
tual que era matemaitico con respecto al
sistema objeto protomatemitico de las
chapas era el «agrupamiento» o subco-
lecciones de chapas. A partir de muchos
juegos de colecciones de este tipo surge
un segundo sistema conceptual, el de los
numeros naturales a partir del uno, que
tiene, como procedimiento natural, pa-
sar al nimero siguiente. A partir de este
sistema conceptual inicial puede cons-
truirse el sistema completo ge los nime-
ros naturales con muchas operaciones y
relaciones en el nivel conceptual. Los
sistemas conceptuales originales de sub-
colecciones se superan, se olvidan. Los
procedimientos de ir hacia arriba o ir ha-
cia abajo a saltos dan pie a un nuevo sis-
tema conceptual de enteros con signo
con procedimientos y relaciones cultu-
ralmente naturales. Una vez construido
este sistema bisico, se puede ampliar in-
troduciendo nuevos procedimientos y
percibiendo nuevas relaciones. Enton-
ces, este nuevo sistema conceptual toma
vida propia y nadie se vuelve a dar cuen-
ta de sus raices arcaicas. Las «victimas»
de los procedimientos hacia arriba y ha-
cia abajo, es decir, los sistemas objeto,
estin enterrados profundamente, y el
sistema conceptual de los enteros con
signo con sus operaciones y relaciones
usuales estd presto para convertirse en el
sistema objeto de un nuevo sistema con-
ceptual; las funciones con valores ente-
ros de los enteros con signo tan queri-
dos de los tedricos del numero.

Para apartar la atencién de los siste-
mas simbélicos he tratado de evitar cual-
quier simbolo matemitico en el texto
precedente. Para recalcar el aspecto que
trato de destacar, debo decir que las pa-
labras que he empleado para describir
los sistemas objeto y los sistemas con-
ceptuales no son realmente los objetos,
procedimientos o relaciones: se retieren

simplemente a ellos; pero con el empleo
del lenguaje cotidiano pretendia trans-
mitir el concepto de sistemas arcaicos y
bésicos como algo diferente de los siste-
mas simbélicos. Sintiéndolo mucho, no
me es posible imprimir aqui un sistema
objeto o un sistema conceptual; sélo
puedo ofrecer algunas pistas sobre la
manera de construir un sistema concep-
tual cuando se ha identificado un siste-
ma objeto familiar. Quisiera ahorrar al
lector el trabajo de construccién (¢tele-
patia directa, quiz4?). Pero asi, también
se podria perder toda la diversién.

NIVEL SUPERFICIAL: SISTEMAS
SIMBOLICOS

Ahora, cuando llegamos a los sistemas
simbdlicos, idear un sistema simbélico
cuando se domina el sistema conceptual
es un juego de ninos. Tratemos de dise-
nar un sistema simbélico para el sistema
mis primitivo de las chapas. O para el
sistema de los juegos de coleccién. O un
sistema para los ndmeros naturales, o
para los enteros, o para los nimeros ra-
cionales que sea diferente de los siste-
mas de numeracion corrientes y molien-
tes. Nuestro disefio podria no ser muy
bueno para ciertas cosas como sumar o
multiplicar nimeros grandes; pero po-
dria ser muy bueno para otras. Una sim-
ple cuenta de barras espaciadas con re-
gularidad es muy adecuada para el siste-
ma conceptual recientemente formado
de los nimeros naturales acabado de ex-
traer de los sistemas objeto de los jue-
gos de colecciones. No hace falta un
simbolo para la operacién natural de
«pasar al siguiente»: basta con escribir
una barra miés a la derecha. Y si se va
con cuidado, las relaciones de orden se
comprueban ficilmente comparando
longitudes:

FETd
PIETTTET

Si nos cansamos de contar las barras
una por una, probemos el truco usual de
tachar los cincos con la barra de los cin-
cos: es un simbolo muy adecua-
do para el nimero cinco.

Distintas culturas han desarrollado
sistemas simbélicos diferentes para el
mismo sistema conceptual de los nime-
ros naturales. ;Como sabemos que es el
mismo? Narturalmente, la «identidad»
del sistema conceptual sélo puede infe-
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rirse a partir de coincidencias, facilidad
de traduccién, éxito en las priticas co-
merciales u otros sintomas observables.
Es evidente que en el nivel bisico se al-
canza un elevado nivel de universalidad.
¢Pero es s6lo en el nivel simbélico don-
de se sitda la diversidad cultural? Mi res-
puesta es un «;NO!» categérico. La di-
versidad cultural también se encuentra
en el nivel arcaico de los sistemas obje-
10, y esta localizacién es més importan-
tes y mucho mis profunda que la diver-
sidad superficial de los sistemas simbéli-
cos.

CONSECUENCIAS
PEDAGOGICAS

La primera idea general es que el en-
senante, el disefiador de curriculos y el
investigador deberan tratar de empezar
desde el fondo: explorando la diversidad
de sistemas objeto culturalmente con-
cretos que dan origen a un sistema con-
ceptual.

En el presente marco tedrico, no pue-
den ensenarse realmente las matematicas
en el nivel conceptual. Se puede confor-
mar el entorno adecuado y dar las pis-
tas correctas para fomentar el juego sig-
nificativo con los sistemas objeto cultu-
ralmente familiares para ayudar a los ni-
fios a construir el sistema conceptual;
cuando ya lo han construido, se les de-
berd estimular para que inventen sus
propios sistemas simbolicos. Habrd una
pluralidad de sistemas objeto que pue-
dan dar lugar al mismo sistema concep-
tual; la eleccién de aquellos con los que
se estimulard a jugar a los nifios para que
los dominen debe hacerse en funcién de
su familiaridad y su utilidad cultural;
pero si un nifio, 0 mejor ain, un grupo
de ninos, desarrolla su propio sistema,
se le deberd estimular a que juegue con
él y a que lo compare con los sistemas
de mis difusion cultural. Si comprende
el sistema conceptual, hard la traduccién
con toda facilidad; si no lo comprende,
ni siquiera sabri que es una traduccién.

Una segunda idea general es la con-
trapartida de la primera: afirma que em-
pezar desde los sistemas simbélicos ha-
cia abajo es contraproducente. El domi-
nio mecinico de rutinas simbélicas blo-
quea el proceso de construccién de con-
ceptos. Los simbolos pueden y deben
emplearse para contribuir a la construc-
cién conceptual sobre la marcha, y pue-
de aducirse que el concepto no se puede

desarrollar plenamente sin alguna forma
de simbolismo que lo acompane. Pero
las prioridades deberian estar claras.

Cuando los nifios conocen algunos
simbolos, pueden ir profundizando ha-
cia los posibles conceptos subyacentes y
los sistemas objeto que les subyacen con
toda seguridad. Si avanzan desde los sis-
temas objeto hasta algunos conceptos, se
pueden empezar a buscar simbolos. Se
deberfan fomentar estas subidas y baja-
das, pero destacando que la tendencia
principal debe ser ascendente a partir de
distintos sistemas objeto que posean la
misma estructura. Una vez se haya cons-
truido parcialmente el sistema concep-
tual y se le haya adjuntado un sistema
simbolico determinado, podemos pro-
bar distintos sistemas simbdlicos que
tengan el mismo significado. Tratemos
de 1nferir si el significado se encuentra
realmente ahi: bajemos hacia distintos
sistemas objeto para ver si los concep-
tos se les pueden aplicar correctamente.
Luego subamos por la escalera otra vez.

En el libro antes mencionado [Apar-
tado V.II], Pierre Raymond muestra
cémo se repite, en toda la historia de la
matematica, esta simple pauta de usar
uno o mis sistemas objeto como mate-
ria prima concreta para la construccién
de sistemas conceptuales abstractos. Mi
propuesta es dejar que la «ontogénesis»
o reconstruccién de estos sistemas por
parte de los nifios, siga al menos alguna
de las pautas de la «filogénesis» o cons-
truccién de estos sistemas en la historia
de la matemitica.

Pero no estoy recalcando el tdpico
usual (y erréneo) de ensefiar las mate-
miticas Gnicamente a través de los de-
nominados métodos concretos o mate-
riales concretos. Raymond observaba la
relatividad antes mencionada de la clasi-
ficacién de un sistema determinado
como concreto o abstracto también en
el nivel histérico. Piaget la observaba en
el nivel genético. Pero la pauta es la mis-
ma: en cuanto se desarrolla un buen sis-
tema simbdlico para el sistema activo y
se alcanza un nivel suficiente de familia-
ridad, un nuevo sistema activo utiliza el
sistema anterior como sistema objeto y
el nuevo sistema conceptual puede tener
tanto éxito que ahora se convierte en
concreto y el primer sistema concreto
desaparece en el trasfondo y se olvida
con rapidez.

Estoy abogando por una operacién de
rescate para recuperar estos sistemas
concretos donde se encontrara que resi-
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de la dependencia cultural original. Pue-
de que, a su vez, demuestren ser muy re-
lativos, pero esto no importa. Cierta-
mente, la palabra «concreto» es muy re-
lativa.

Piaget ha criticado con agudeza la
confusién entre estas actividades en la
escuela y los métodos verdaderamente
activos. Cualquier percepcién, cualquier
palabra signigcativa de un nino de tres
anos ya es abstracta: vincula entre si mu-
chos objetos y olvida, o abstrae, muchas
diferencias que podrian ser importantes,
Para esta construccién hace falta una
gran actividad mental. Es esta actividad
en los sistemas que son concretos en
cada momento lo que debe recalcarse.

Vygotsky observé también que los
métogos de ensenanza empleados con
los ninos mentalmente atrasados, basa-
dos en técnicas concretas de «mirar y
hacer» habian acabado en una profunda
desilusién:

Resulta que los sistemas de ensefianza
basados inicamente en lo concreto —los
sistemas que eliminan de la ensefianza
todo lo asociado con el pensamiento abs-
tracto— no s6lo fracasan en ayudar a los
nifios atrasados a superar sus dificultades
innatas sino que también las refuerzan al
acostumbrar a los nifios a un pensamien-
to exclusivamente concreto. Ahora se ve
que lo concreto s6lo es necesario e inevi-
table como trampolin para el desarrollo
del pensamiento abstracto, es decir, como
un medio y no como un fin en si mismo .

Las ideas anteriores forzaron un re-
planteamiento a fondo de todos los sis-
temas impartidos en los niveles de pri-
mera y segunda ensefanza, desde los
nimeros naturales con sus operaciones
y relaciones usuales hasta las funciones
reales del cdlculo elemental con sus ope-
raciones y relaciones. Se encontraron
muchas sorpresas en todos los niveles,
desde las colecciones mis concretas de
objetos familiares que emplean los nifios
como sistemas objeto para construir sus
nameros para contar, hasta el compor-
tamiento extravagante de las funciones y
las derivadas.

Un informe completo de las investi-
gaciones realizadas en todos estos siste-
mas seri el tema de un préximo libro.
Muchos aspectos de esta investigaciéon
podrian denominarse culturales, antro-
polégicos, lingiisticos, psicoldgicos o
matemiticos. Pero la pauta general se re-
petia una y otra vez. Detalles aparente-
mente triviales de lenguaje, problemas
de aprendizaje, posibles errores, reac-

ciones negativas de los ninos, conduje-
ron al descubrimiento de los sistemas
culturales relevantes, destacando el sis-
tema conceptual y relacionando los dis-
tintos sistemas simbdlicos adjuntos a él.
En los apartados siguientes se presentan
algunos ejemplos breves.

No se discute la representatividad ni
la generalizacién de estos ejemplos. Se-
ria dificil separar lo que es especifico de
un nifo determinado, de una subcultu-
ra determinada o de un pais determina-
do, de lo que es general o universal, o
destacar lo que se debe a factores cultu-
rales, o a factores genéticos o a una in-
teraccién de los dos. Es evidente, por
ejemplo, que los objetos peculiares o los
juguetes locales con los que juegan los
ninos no son los mismos en culturas dis-
tintas; ni siquiera son los mismos en dis-
tintos estratos de la poblacién de la mis-
ma ciudad de Bogota. Pero, ¢por qué los
juegos de los nifios han resulta%o ser
maés universales de lo imaginado? ¢Por
qué los psicélogos del desarrollo deter-
minan pautas sorprendentes similares en
el crecimiento de los ninos de Ginebra,
de Paris, de Nueva York o de Yakarta?
La hipétesis que subyace a la presenta-
ci6n ge ejemplos procedentes é)e mi ex-
periencia limitada es que se encontrari
que los esquemas de acci6n de los nifios
son muy similares en culturas distintas,
independientemente de lo diferentes que
puecran ser los objetos de estas acciones
o las etiquetas lingiisticas que se les
asigne.

Si la matemitica surge de la articula-
cién de estos esquemas de accién, como
afirma Piaget, y no de las reacciones de
los objetos ni (re la repeticién de simbo-
los escritos o hablados, la pauta para una
pedagogia correcta de las matemiticas

ue sigue a continuacién puede transfe-
rirse a culturas y entornos completa-
mente distintos: explorar en primer lu-
gar las actividades matematicas y proto-
matemiticas de la cultura local; recoger
el lenguaje que empleen los nifios y los
adultos para representar los objetos, los

_procedimientos y las relaciones corres-

pondientes; partir de los sistemas obje-
to concretos encontrados en esa cultura
y emplear el lenguje local para provo-
car estos esquemas de accién o pautas de
actividad en los sistemas objeto. Obser-
var los sintomas de la construccién real
de sistemas conceptuales y dejar que va-
rios sistemas simbélicos tluyan o se ad-
junten a estos sistemas conceptuales. Es
mi opinién que esta pauta de actividad
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educativa se puede generalizar a la ense-
nanza y el aprendizaje de las matemiti-
cas en otras culturas.

TEORIA DE CONJUNTOS

La teoria de conjuntos, tal como era
transmitida por los libros de texto de la
Matemitica Moderna, resulté ser muy
ajena a nuestro entorno cultural. Natu-
ralmente, los ensefantes britinicos y
holandeses lo descubrieron muy pronto
después de la introduccién de la Mate-
mitica Moderna en sus propios marcos
culturales, y los ensefiantes japoneses la
rechazaron al cabo de unos cuantos me-
ses. :

Sin embargo, al profundizar un poco
se encontraron estratos mis profundos

ue eran manejados alegremente y con
acilidad por los nifios colombianos.
Muchas situaciones culturalmente fami-
liares que daban pie a los niimeros para
contar resultaron ser naturales e intere-
santes para los ninos. Las denomino
«juegos de colecciones». Los nifos iden-
tifican, emplean, cuentan, etiquetan,
relinen y separan colecciones de objetos
cotidianos dentro y fuera de la escuela,
con toda facilidad: sus canicas, sus ju-
guetes, sus utensilios escolares, muebles,
cubiertos y wvajilla, sellos de correos,
cromos, etc.

La clave tedrica era la distincién de
Piaget entre colecciones (tanto figurati-
vas como no figurativas) y clases opera-
cionales. Las colecciones figurativas
concretas deben ser visibles como una
«Gestalt» simultinea y deben tener un
minimo de dos elementos. Las coleccio-
nes no figurativas concretas también de-
ben contar, al menos, con dos elemen-
tos, y todos los miembros de la colec-
cién deben tener una propiedad comin

recibir la misma etiqueta. No hay co-
K:cciones vacias ni colecciones de un
s6lo elemento. Estas colecciones no son
conjuntos matematicos: son sistemas
con muchas relaciones internas y opera-
ciones y procedimientos activos. Los ni-
fios nunca perciben a los miembros de
su familia y a sus companeros de clase
como conjuntos de elementos sueltos,
desordenados, no estructurados. El con-
junto con sus elementos muertos, sus
procedimientos congelados y sus rela-
ciones difuntas no es mis que el cadi-
ver del sistema. No es de extrafiar que
a los ninos no les gusten los conjuntos;
pero les encantan Eous sistemas. ¢En qué

lugar del mundo hay un nifio que acep-
te que el conjunto [a, b, c] es lo mismo
que el conjunto [c, a, b]? Esta igualdad
s6lo es posible a un nivel elevado de abs-
traccién, cuando se ha borrado cual-
quier senal de estructura en los sistemas
originales y se ha arrojado a las oscuras
profundidades de la categoria de los
conjuntos.

No pretendo negar que puede ser in-
teresante, y hasta necesario, estudiar ca-
diveres de sistemas mis adelante. En
biologfa también es necesario diseccio-
nar ranas muertas y matar células con
tintes para verlas por el microspocio.
S6lo digo que los nifos prefieren real-
mente las ranas vivas y las células que se
mueven. También prefieren los sistemas
vivos, ligados y estructurados a los con-
juntos muertos, sueltos y no estructura-
dos. Si las palabras «conjunto» y «ele-
mento» no se fuerzan al nifio y nos abs-
tenemos de los conjuntos vacios y uni-
tarios, el nifio se siente con plena liber-
tad en esta parte de la teoria de conjun-
tos que reff;ja juegos concretos de co-
lecciones. Cabe recordar que, para los
griegos, y hasta la aritmética del Rena-
cimiento, el cero y el uno no eran ni-
meros: los nimeros empezaban con el
dos. Todavia seguimos estando de
acuerdo con nuestros antecesores en que
la unidad no es ni prima ni compuesta;
pero nos resistimos ante la afirmacién
perfectamente paralela de que la unidad
no es par ni impar. Pero el(llos aceptaban
las dos, simplemente porque la unidad
no era un numero.

Se encontr6é que los procedimientos
culturalmente naturales con colecciones
eran la unién y la complementacién. Los
nifios rechazaban emplear la conjuncién
«0» en la unién de colecciones, tal como

rescriben todos los libros de texto so-
Ere la teoria de conjuntos: prefieren la
conjuncidn «y» que, segin los libros de
texto, debe emplearse para la intersec-
cién de conjuntos. Pero los nifios insis-
ten en decir «Los bloques azules y los
discos» para la unién, y no empleen nin-
guna conjuncién para la interseccién:
«Los discos azules». Los ninos tenian
razén. Tanto peor para los libros de tex-
to.
Estas sencillas exploraciones del mun-
do cultural de los juegos de colecciones
de los ninos, llevada a cabo con el esta-
do de dnimo de un antropélogo cultural
con formacién matemitica, me permi-
tieron reescribir gran parte del material
de la Matematica Moderna que los
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maestros solian repetir sin mucha com-

prensién y los ninos solian repetir sin

ninguna. Se recuperaron muchas de las

virtudes de la versién adecuada de la

teoria de conjuntos, y en sus raices se

getectaron muchos errores bien conoci-
0s.

LOGICA

Otra sorpresa fue el contraste entre la
«Légica dcﬁ,a Matemaitica Moderna» que
ahora se ensefia en muchos centros de
primera ensefianza y los juegos de len-
guaje l6gico especificos de la cultura en
que juegan los nifios. Resulté que los ni-
nos pequenos no comprenden la l6gica
de proposiciones ya que los libros de
texto parten del supuesto de que los ni-
fos suelen tener una idea pura de pre-
mio-castigo respecto a decir la verdad.
Pero una version adecuada de la deno-
minada légica deéntica de algunos 16gi-
cos discolos resulté ser perfectamente
comprendida por los nifios pequeios de
una manera muy precisa: constantemen-
te se les dan instrucciones, érdenes, pro-
hibiciones, promesas de premios y cas-
tigos condicionados. Pero en este mar-
co culturalmente sintonizado, las tauto-
logias usuales dejan de ser vilidas. La
conjuncidn «y» no es conmutativa; tra-
temos de conmutar: «Quitate los zapa-
tos y sicate los calcetines». A causa de
la dependencia temporal de las condicio-
nes, El afirmacién contrarreciproca no es
equivalente a la expresién original y «Si
p, entonces g» es interpretada por los ni-
nos como «O p o no g»; los libros de
texto nos aseguran que esta transforma-
cién es incorrecta y que la correcta es
«O no p o q» que los nifios se niegan a
aceptar. En rezﬂidad, los nifios siempre
interpretan «Si te portas bien podris ir
al cine» como «QO te portas bien, o no
podris ir al cine» y nunca como «O no
te portas bien, o podris ir al cine» que
es ridicula. De nuevo los nifios tienen
razén y los libros de texto, no. De nue-
vo vuelvo a decir: tanto peor para los li-
bros de texto 7.

NUMEROS NATURALES

Los niimeros naturales se asocian a
sistemas concretos de juegos de colec-
ciones con etiquetas numéricas adjunta-
das como cuasi-adjetivos a nombres plu-
rales, o con listas numéricas aprendidas

de memoria adjuntadas a objetos de una
coleccién concreta sefialando con los de-
dos. Los dados, las fichas de dominé o
los juegos de cartas pueden ser muy co-
nocidos por los mnos pequeios que
pueden determinar las pautas como
«Gestalten» sin necesidad de contar
puntos o bastos. Las palabras que em-
plean pueden colisionar con el sistema
numérico decimal; por ejemplo, «diez»
es una palabra mis corta que «nueve»
pero «10» tiene mds simbolos que «9».
Los nimeros 11 y 12, cuando se leen en
voz alta, no tienen nada que ver con los
simbolos; en castellano, los nimeros 11
a 15 no se leen «diez y uno, diez y dos,
... diez y cinco» como deberia ser. Pero
no tenemos el problema que tienen los
alemanes: 21 se lee al revés como «ei-
nundzwanzig»; compireselo con el «un-
deviginti» latin, que equivale a nuestro
19. Y no hablemos ya del problema
francés con el «quatre-vingt-dix-neuf»...

Para mencionar s6lo una operacién,
un estudio de la divisién guiado por
unas pocas pistas dadas por %a matemé-
tica italiana Emma Castelnuovo, llevé a
la deteccion de dos tipos distintos de
procesos de division culturalmente fa-
miliares, ninguno de los cuales coincidia
con el impartido en la escuela:

[. Dar el mismo nimero de elementos
de un lote dado de caramelos a cada uno
de los nifios de un grupo dado. El resul-
tado es un niimero de elementos.

II. Partir una cantidad dada de elemen-
tos en lotes de un tamafio dado, dando
cada lote a un nifio. El resultado es un na-
mero de nifos.

Los nifios colombianos habla del pri-
mer proceso como de «repartir carame-
los entre nifios». Para el segundo proce-
so emplean la expresion «Repartir de a».
Pero ambos procesos pueden realizarse
sin emplear la multiplicacién y, por tan-
to, no coinciden con el proceso de divi-
si6n impartido en la escuela ni con las
palabras empleadas en los libros de tex-
to: «Dividir por». La independencia de
los procesos culturalmente familiares
para la divisién respecto a la multiplica-
ci6n se observa ficilmente fuera de la es-
cuela, a pesar de laidentificacién que ha-
cen los libros de texto de la division
como la operaci6n inversa a la multipli-
cacién. Un matemaitico francés me gijo
que hay grupos nativos que practican la
adicion, la sustraccién y la divisién, pero
no saben multiplicar. Si esto se confir-
ma, su existencia apoyaria en el ambito
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filogenético la independencia ontogené- -

tica observada entre la divisién y la mul-
tiplicacion.

ENTEROS

Se encontr que los nifios rechazaban
instintivamente los enteros negativos.
Este concepto se ha conocido gurame
siglos pero no tuvo una acogida ficil en
las matemiticas. El maestro del algebra
renacentista, Cardano, tildaba a las so-
luciones negativas de las ecuaciones de
segundo y tercer grado de «ficticias»,
«iniitiles» e incluso «falsas» 8. Nunca
quedamos del todo convencidos que
menos por menos dé mis; decidimos
aprenderlo de memoria como una regla
rutinaria, sin tratar de entenderla.

Pero los ninos pueden construir los
enteros positivos y negativos como ope-
radores conceptuales activos que hacen
cambiar las cosas de un sitio a otro: los
nimeros naturales al contar, las calles a
lo largo de una avenida, los escalones de
una escalera y otras cosas mas familia-
res para ellos que las deudas o las tem-
peraturas bajo cero. Los enteros son
operadores activos que cambian las co-
sas hacia arriba 7 pasos (+ n) o hacia
bajo 7 pasos (— n). El operador de iden-
tidad no mueve las cosas nada (0). Pero
el proceso natural entre dos de estos
operadores activos no es la adicién: es
la aplicacién sucesiva (o composicién)
de los dos operadores: ya hemos desta-
cado anteriormente que subir cuatro
(+ 4) y luego bajar tres (— 3) es lo mis-
mo que subir uno (+ 1), es decir: +4 6
—3 = +1, donde el circulo pequeno re-
presenta la composicién de operadores,
que no es mis que una manera estrafa-
laria y culturalmente ajena de decir que
aplicamos uno después del otro.

Desde este punto de vista puede ob-
servarse que las deudas o las temperatu-
ras bajo cero no son modelos correctos
de los enteros negativos. Son mds bien
dos sistemas objeto mds para los opera-
dores culturalmente familiares que ac-
tian en los niimeros naturales al contar,
en los escalones de una escalera o en las
calles que hay a lo largo de una avenida.
En rea?idad, caminar n manzanas al nor-
te o al sur cambia la numeracién de las
calles laterales que van en direccion es-
te-oeste de una manera definida: cami-
nar cuatro manzanas hacia el norte y
luego tres hacia el sur es lo mismo que
caminar una manzana hacia el norte.

Pero no he dicho en qué calle nos en-
contramos. El sistema objeto es una cosa
y el sistema conceptual activo es otra.

La dependencia cultural del sistema
objeto quedé patente en un ensayo ex-

erimental de este sistema en una escue-
Fa de un barrio pobre de Bogoti. En esta
ciudad, el norte es un suburbio elegante
mientras que los pobres viven en la zona
sur. En este sistema, el sistema simbéli-
co evidente para los enteros es 4N, 38,
1N, etc. Identificar 4 y 4N quitando la
«N» y escribir 4S para el menos cuatro
parecia un insulto a los nifos del barrio
pobre: «¢Por qué se da por sentado que
“4”significa “4 hacia el norte”?» «;Por
qué los nimeros del norte se llaman po-
sitivos?» «;Qué hay de negativo en vi-
vir en la zona sur?» Los ninos tenian ra-
z6n y tuvimos que cambiar el sistema de
este a oeste porque hay muy pocas ave-
nidas mis al este de la Primera Avenida
y nadie se sentirfa insultado.

Por dltimo, para estos operadores hay
un operador natural de cambio de orien-
tacion que se llama «menos» y se escri-
bre «—». Es evidente que si se cambia
de orentacién dos veces todo se queda
como estaba. No hay una «regla 36 los
signos» rutinaria: s6lo una comprensién
directa de lo que ocurre si se cambia dos
veces de orientaci6n. Pero obsérvese que
el operador «<menos» es ahora un mons-
truo activo que devora enteros. Las fun-
ciones empiezan a aparecer COmo ope-
radores activos que actian sobre los
ahora familiares enteros, que a su vez se
van a fundir en un sistema objeto. El
«menos» es un Monstruo unario que se
come enteros y los devuelve invertidos.
Si nos muerde dos veces, acabamos ile-
sos. Algunos nifios del Estado de An-
tioquia recordaban haber oido a sus
abuelos contar esta historia de brujas: si
cortamos una bruja una vez con un cu-
chillo, volvera a nosotros otra vez para
hacerse otro corte y curar la primera he-
rida con la segunda. ¢Pensamos que es-
tos nifios de Antioquia llegarin nunca a
olvidar lo que ocurre si se aplica «me-
nos» dos veces?

FRACCIONES

Este sistema es el dolor de cabeza de
todos los ensefantes de matemiticas.
Los estudiantes recién llegados a la fa-
cultad parecen haberlo olvidado todo
respecto a las fracciones como sabe bien
cualquier profesor que haya corregido
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pruebas de derivadas de potencias frac-
cionales o de integracién de funciones
racionales. El remedio propuesto por el
movimiento del Retorno a lo fundamen-
tal es practicar mucho mais las fraccio-
nes. Se ha intentado, pero la cantidad de
ejercicios de repeticion parece influir

oco o nada en las dificultades con las
Fracciones que se presentarin en anos
posteriores; en lo que se sabe que influ-
yen estos ejercicios es en la actitud ha-
cia las matemdticas: hay mis nifios que
odian las matemiticas y hay mas adul-
tos que temen las fracciones.

Empecé a pensar que las fracciones
eran demasiado dificiles para los estu-
diantes de tercer curso. Mientras ponde-
raba la decisién de pasarlas a quinto cur-
$0, vi a un grupo de ninos de primer cur-
so en una clase de gimnasia que seguian
sin problemas una serie de instrucciones
sobre medias vueltas y cuartos de vuel-
ta. ¢Habria un sistema objeto cultural-
mente favorable para las fracciones?

Los nifos muy pequenos saben mu-
cho de galones, medios galones, cuartos,
pintas y medias pintas siempre y cuan-
do se trate de leche. Luis Eduardo Y y
sus colegas mecanicos sabian mucho so-
bre fracciones de pulgada. Las nifias sa-
ben mucho de longitudes fraccionales,
siempre que se trate de hilos o cintas.
En los paises adheridos al sistema mé-
trico decimal las longitudes fraccionales
ain son mis ficiles ﬁe manejar: no hay
saltos de doce a un pie, de tres a una yar-
da o de Dios sabe cudntos a una vara o
una milla. Pero el mismo nifio que sabe
cuinto es cuando vertemos medio galdn
de leche en un recipiente, y luego un
cuarto de galén mis, se quedari total-
mente perplejo ante 3 jeroglifico
«1/2 + 1/4». ;{Debera sumar? ; Multipli-
car? ¢ Multiplicar en cruz? ;Hallar el mi-
nimo comun denominador? Debemos
haber saltado con demasiada rapidez al
sistema simbdlico sin una construccién
previa del sistema conceptual pertinente.

«Fraccién» es una palabra ambigua: se
refiere a los nimeros racionales y a los
simbolos fraccionales. ¢Es lo mismo 1/2
que 2/4? {Es evidente que no! El primer
numerador es impar; 3 segundo es par.
Sin embargo, de alguna manera se supo-
ne que son lo mismo. ¢Lo mismo que
qué? Bien, si el nifio no ha construido
el niimero racional conceptual correcto,
la cuestién no puede resolverse en el ni-
vel simbélico. Pero en el nivel concep-
tual, los nimeros racionales no tienen
numeradores ni denominadores. Son

monstruos activos. Cuando se conoce al
monstruo de las mitades, no importa

ue el maestro escriba 1/2, 2/4, 0,5 o in-
gluso 50 %. Todo es lo mismo. Pero
ahora ya sabemos en qué son lo mismo:
no son mis que graciosos disfraces para
el mismo monstruo de las mitades.
Para los ninos de seis a doce anos de
edad (al menos) es muy importante sa-
ber qué se supone que comen los mons-
truos. Se comen turnos, se comen tro-
z0s de cuerda, se comen ciertos nime-
ros naturales como decenas de docenas.
Hasta se comen cantidades de leche o
areas de superficies de cemento. He es-
tudiado todos estos sistemas objeto y es
evidente que el mis dificil es el de las
areas. Pero es el mias facil de dibujar en
la pizarra y en los libros de texto y es,
con mucho, el mis comun; sin embar-
g0, al menos en Colombia, es un siste-
ma objeto culturalmente equivocado
desde el que empezar.

También es evidente que las palabras
usuales para transformar fracciones, «re-
ducir», «simplificar» y «aumentar» son
culturalmente confusas; se dice que sim-
plificar una fraccién es lo mismo que re-
ducirla y que lo contrario es aumentar-

" la. Pero los ninos asocian una reduccién

con una disminucién de tamafio y un
aumento con un crecimiento. Por tanto,
propongo emplear «simplificar» y
«complicar» que significan simplemente
hacer las cosas mis sencillas 0 mis com-
plicadas en el nivel puramente simboli-
co. En el nivel conceptual, los mons-
truos racionales realmente amplian y re-
ducen lo que se comen (a excepcién, na-
turalmente, de! monstruo domado que
no causa dafio a sus victimas y que es el
«Nimero Uno»). Es importante tener
presente que estos monstruos no se co-
men tartas ni hojas de papel, como mu-
chos ensenantes parecen pensar. Se co-
men la masa o volumen de la tarta o el
area de la hoja. Las «medias tartas» se
identifican ficilmente como un camelo:
si me dejas comer mi media tarta, esco-
geré la mitad superior porque toda la
nata estd ahi. O si me dejas elegir mi me-
dia naranja, escojeré la mitad de dentro
y te dejaré la piel. Si preguntamos a un
nino qué tendremos si partimos una
hoja de papel por la mitad no responde-
ra: «Dos medias hojas» (a menos que
sepa que ésta es la respuesta que desea-
mos oir). Respondera: «Dos hojas pe-
quenas de papel» y con toda la razén.
El monstruo de las mitades no se come
los objetos mismos: sélo sus areas, lon-
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gitudes, masas, pesos o volimenes.
De nuevo, el procedimiento natural a
aplicar a dos monstruos en el nivel con-
ceptual no es la adicién: vuelve a ser la
composicién o, mejor ain, la aplicacién
de uno después del otro. Los nifos
(a{prenden enseguida que la mitad de me-
10 gal6n es un cuarto; que la mitad de
media pulgada es un cuarto de pulga-
da, etc. Pero cuando ven algo como
«(1/2) X (1/2)» no saben qué es. ¢Por
ué el signo de multiplicar? ;Por qué
ecir «por» o «veces» cuando basta con
un simple «de»? Cuando los nifios se
aburren con los sistemas objeto porque
ya han construido los monstruos racio-
nales, dicen simplemente: «la mitad de
la mitad es un cuarto». Si se les pregun-
ta por los sistemas objeto, se encogen de
hombros y dicen: «Es lo mismo». Cuan-
do un nifo dice «Es lo mismo» es que
ha construido un sistema conceptual: ha
aprendido matematicas.

GEOMETRIA

Los sistemas geométricos también es-
tin repletos de sorpresas. Debo empe-
zar por confesar que la manera que tie-
ne la Matemaitica Moderna de afirmar
que los segmentos de linea son conjun-
tos de puntos me solia dejar frio o, peor
ain, helado. Hay demasiados conjuntos
de puntos que no son lineas y el tono
dogmatico de infalibilidad asumido por
el ensenante que repite la afirmacién es
simplemente exasperante. Cuando un
dia vi a un nifio mirando un segmento
de linea con una lupa para tratar de ver
los puntos, ya tuve bastante geometria
de la Matemitica Moderna.

¢Por qué no limitarse a jugar con seg-
mentos de linea como elementos primi-
tivos en un sistema encantador en el que
los puntos sean algo desconocido? Al
replantear sistemas de segmentos, era
evidente que habia muchas operaciones
o procedimientos interesantes que reali-
zar con ellos: deslizarlos, girarlos, ali-
nearlos extremo con extremo, doblarlos,
biseccionarlos y lo que sea. También
puede encontrarse una multitud de rela-
ciones: paralelismo, incidencia, con-
gruencia, perpendicularidad.

Empecé a jugar a juegos de segmen-
tos con los nifos. Los nifios de los
barrios pobres encontraban dificil la pa-
labra «segmento»; decian «semento»
que suena exactamente igual que «ce-
mento». Por tanto, decidimos llamarlos

simplemente «rayitas». Los juegos de
rayitas eran sencillos pero activos; los
ninos estaban deseosos de colocar los
palos que representaban segmentos o ra-
yitas por todas partes, girindolos,
uniéndolos, deslizandolos. Las pregun-
tas sobre las relaciones los paraba en
seco. Casi se podian ver sus neuronas
disparando hipétesis; normalmente, no
se emitian palabras; quizd un ripido
deslizamiento del palo de un piru%, o
una comprobacién de longitudes con
pulgar e indice como calibrador. Se po-
dia ver el brillo de los ojos en el instan-
te de una intuicién. Y una sonrisa. Toda
mi formacién filoséfica empezé a bor-
botear en mi pensamiento: ¢Es ésta la
relacién, tanto tiempo ha perdida, entre
teorfa y prictica?

Ciertamente, los procedimientos y las
operaciones reflejan la prictica; las rela-
ciones reflejan la teoria. Los procedi-
mientos son activos; tienen una priori-
dad en la prictica (se ha de hacer algo
para ejecutarlos) y también tienen una
prioridad en la teoria (se debe hacer algo
para comprobar una relacién).

La prioridad de la accién estd bien do-
cumentada por Piaget. Define las opera-
ciones como acciones interiorizadas, re-
versibles y coordinadas. Vygotsky habla
de la «reconstruccién interna de una
operacién externa».

Por tanto, aprender es la realizacién
de acciones, operaciones, procedimien-
tos y algoritmos (en el nivel simbélico,
los procedimientos se llaman algorit-
mos). Por tanto, ensenar es facilitar esta
realizacién. Estas observaciones nos
ayudan a apreciar las funciones como
transformaciones activas, no como rela-
ciones y, mucho menos, como conjun-
tos de pares ordenados. Y nos ayudan a
redescubrir la geometria activa.

Una vez dibujé un segmento de recta
hacia abajo y luego la etiqueté de A a B
empezando por el punto mis cercano a
la tiza:

\\ \
&z

Dije: «Digamos que esta es la rayita
AB». Uno de los nifios protesté: «jLa
has dibujado hacia abajo! ;No deberia
ser la rayita BA?». Me pill6 despreveni-
do. Nos olvidamos de la accion, del mo-
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vimiento; los ninos no. Para nosotros,
un segmento es un segmento muerto,
frio, congelado. Nos es igual que se lla-
me AB o BA. Para los ninos todavia estd
vivo, caliente, dirigido hacia abajo. Tra-
té de imaginar cuintos ensenantes han
respondido a la misma pregunta con
cara seria y tono dogmadtico: «Es lo mis-
mo. Y punto.» ¢(Lo mismo que qué?
¢Para quién es lo mismo?

El mismo grupo de nifios que en la
clase de gimnasia seguia instrucciones
como «jMedia vuelta a la derechal» y
que me condujo al més primitivo siste-
ma objeto para las fracciones, resolvié
también el problema de los dngulos. Ahi
estaba, el otrora activo ngulo de giro,
justo en primer curso. Como la geome-
tria de los nifios es dindmica, el concep-
to correcto de dngulo no es el par de me-
dias lineas (radios) unidas por un extre-
mo. Es la amplitud de un giro, y desde
el mismo principio tiene una orientacién
definida, un interior y un exterior. Pero
el angulo que se dibuja en la pizarra ya
estd muerto. Ha perdido la orientacién,
el interior y el exterior.

En 1978 empezé a redisefiar los pro-
gramas de geometria desde primer a no-
veno curso reconstruyendo una serie
completa de sistemas geométricos que
denominé «geometria activa». Empieza
actuando en el propio cuerpo del nifio
y en sus juguetes como sistemas objeto.
Sobre estos sistemas se construye un sis-
tema conceptual de transformacién. Y
pueden surgir muchos sistemas simbéli-
cos posibles a partir del sistema concep-
tual.

S6lo un ejemplo: caminar a lo largo
de segmentos y girando con el propio
cuerpo en los dngulos de las esquinas re-
solvi6 el eterno problema de los estu-
diantes acerca de los dngulos exteriores
de los tridngulos.

ANYAWAS

Pregunta: ;Cudl es el dngulo exterior?

Si miramos la figura muerta, estamos
perdidos. No es posible ninguna res-
puesta definitiva. Pero si trazamos con
tiza un gran tridngulo en el suelo y ca-
minamos en torno a él, no hay duda so-
bre el significado del angulo exterior:
hay que girar con el pie §elantero para

alinearlo con el lado siguiente en cuanto
se sobrepasa el vértice. El hecho eviden-
te de que cuando se anda alrededor de
un tridngulo se acaba mirando en la mis-
ma direccidn que al principio, da un sig-
nificado dindmico, activo y vivo al he-
cho de que la suma de los dngulos exte-
riores :}e un tridngulo es una vuelta
completa (360°).

A

Respuesta: jBasta con caminar alrededor
del tridngulo!

/

Pero entonces, ¢cuél es el significado
de la afirmacién de que la suma de los
dngulos interiores es dos rectos (es de-
cir, 180° o media vuelta)? Basta con tra-
tar de andar alrededor del tridngulo si-

uiendo los dngulos interiores con el pie
Eacia atrds. Para sorpresa de muchos, se
acaba mirando en direccién opuesta a la
inicial. jQue nadie se pierda la diversién
de la geometria activa!

Seymour Papert también habia descu-
bierto este tipo de geometria dindmica.
En su libro de 1980 Mindstorms, habla
de cémo los nifios imitan a la tortuga
del LOGO con sus propios cuerpos
para poder programar una trayectoria
circular. Denomina a esto «geometria
corporal» y «aprendizaje sinténico»:

El circulo de la tortuga es corporal-
mente sinténico en el sentido de que el
circulo se relaciona firmemente con la
sensacién y el conocimiento que tienen
los nifos J:: su propio cuerpo '°.

Pero para hacer geometria activa no
se requiere un ordenador sofisticado o
una versién bien desarrollada e interac-
tiva de LOGO; parto del supuesto de
que sélo hace falta un oido sensible para
escuchar a nifios nada sofisticados ha-
blar con su propio lenguaje poco de-
sarrollado, y una vista sensible para des-
cubrir el sistema objeto culturalmente
relevante. A partir de aqui se puede de-
sarrollar una geometria activa, no sélo
en el entorno de la Mathland del MIT,
sino también en cada escuela primaria
del pais.

De nuevo, y en el lenguaje de Papert,
abogo por una «sintonia cultural». Pa-
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pert ilustra este concepto relacionando
angulos JI navegacién por medio de la
e

tortuga del LOGO:

Una de las representaciones mis difun-
didas de la idea de dngulo en las vidas de
los norteamericanos contemporineos
se da en la navegacién. Muchos millones
de ellos navegan en barcos o aviones... La
tortuga conecta la idea de dngulo con la
navegacion, actividad que est4 firme y po-
sitivamente enraizada en la cultura ex-
traescolar de muchos nifios. Y a medida

ue los ordenadores continiien exten-
giéndose por el mundo, la sintonia cultu-
ral de la geometria de la tortuga se hard
mis y mas poderosa '!.

No puedo juzgar con qué firmeza y
positividad esta enraizadaqla navegacién
en Norteamérica; en Colombia lo en-
cuentro demasiado esotérico: ninguno
de los ninos de las escuelas pablicas de
Bogoti que conozco ha tenido esta ex-
pertencia. Quiza en la costa caribena o
del Pacifico de nuestro pais pueda haber
algunos nifios que naveguen, en embar-
caciones; pero ninguno de ellos tendra
la oportunidad de interactuar con las
tortugas informiticas del entorno
LOGO, al menos no antes del si-
glo XXI. No creo que debamos esperar
tanto: abogo por la sintonia cultural, no
sélo de la geometria, sino de todo siste-
ma matematico; y no sélo en el entorno
LOGO sino en cualquier escuela, por
muy apartada que esté de yates u orde-
nad{)res. Empecemos a conectar cada
idea o sistema matematico con una acti-
vidad firme y positivamente enraizada
en la cultura extraescolar.

CONCLUSIONES

Este viaje antropoldgico a las regiones
inexploradas de las escuelas de primera
ensenanza de Colombia cambié mi ma-
nera de pensar sobre el aprendizaje de
las matematicas: revelé que el aprendi-
zaje de las matemdticas puede ser tan de-
pendiente de la cultura como el apren-
dizaje de la literatura o la historia, y no
solo en el nivel lingiiistico o simbélico.
La aparente no-historicidad y no-cultu-
ralidad de las matematicas es una fanta-
sia de una mente adulta que ha alcanza-
do la mescta del pensamiento formal y
ha reprimido el razonamiento condicio-
nado por la historia y dependicente de la
cultura de todos los ninos y la mayoria
de los adultos, al menos cuando estos
adultos no tratan de «pensar matemati-

camente»; es decir, pricticamente en
todo momento.

El problema es que el ensenante de
matematicas es uno de los pocos adul-
tos que trata de «pensar matemitica-
mente»; y el autor de libros de texto de
matematicas atin es peor. El principal
obsticulo con que se ha enfrentado la
reforma experimental colombiana no re-
side, ciertamente, en el nivel de los ni-
fios: a ellos les encanta. Reside en el ni-
vel de los ensenantes, sobre todo en los
encargados de la formacién de los ense-
fiantes y en los inspectores. Ellos saben
todas las respuestas. Ellos estin seguros
de que la matemitica es el lenguaje uni-
versal. Creen que pueden eva%uar obje-
tivamente lo que los ninos saben de las
matemiticas. Creo que s6lo evaldan lo
que los ninos recuerdan de estos siste-
mas simbélicos desercarnados que la
mayoria de los ensenantes piensa que
son las matemiticas.

Un maestro venerado e investigador
de la matematica, Edward G. Begle,
pensé hasta el altimo momento de su
vida que los sistemas matematicos eran
sistemas formales y simbélicos. Su estu-
dio de la investigacién de la ensehanza
de las matemiticas atin6 con la nocién
de sistemas matematicos, pero la filoso-
fia formalista que predominaba en la
matemdtica le llevé a identificar errénea-
mente los sistemas matemiticos en el ni-
vel conceptual con los sistemas simbé-
licos formales y, naturalmente, a olvidar
por completo los sistemas objeto '2. La
mayor parte de la investigacion sobre la
ensefianza de las matematicas parte de la
misma confusidn e ignora por completo
los sistemas objeto. Mi prediccion es
que esta investigacién avanzard poco o
nada a partir de ahora.

Quizi los métodos alternativos de en-
senanza puedan acelerar el aprendizaje
de los procedimicntos simbé]}i)cos; pero
el investigador no sabra por qué. Los
métodos nuevos basados en los modelos
de la Inteligencia Artificial pasaran a un
primer plano, pero hasta el momento las
miquinas sélo pueden ejecutar algorit-
mos simbélicos. La comprensién con-
ceptual, la transferencia a nuevas situa-
ciones y la produccién de nuevos con-
ceptos matematicos a partir de sistemas
objeto seguirin en la sombra.

Mientras los sistemas objeto matema-
ticos y prematemiticos scan ignorados,
los investigadores, los autores de libros
de texto y los ensenantes scguirdn
aferrindose al erronco presupuesto de
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que los nifios no saben nada de mate-
miticas cuando entran en la escuela.
¢Qué ensenante de lenguaje partird del
supuesto de que los ninos de seis afios
no saben nada de Inglés o de Castellano
cuando entran en la escuela? Quizd los
maestros de institutos especiales de edu-
cacién para sordomudos. Mientras los
ensefiantes sigan pensando que los nifios
son matemdticamente sorgomudos, la
ensefianza de las matemdticas, sean «ba-
sicas» o «modernas», esti condenada a
llegar dnicamente al 10 por ciento que
consigue construir sus propios sistemas
conceptuales a pesar de sus maestros,
desenredando por su cuenta el laberinto
de sistemas simbélicos despojados de
todo su contenido cultural e imaginati-
vo. Cuando han construido sus sistemas
conceptuales, pueden sintonizar facil-
mente sus receptores con la onda del
maestro, seguir ?rendiendo matemati-
cas y empezar a dejar a sus compaiieros
muy atras. El ensenante sélo ensenard a
los estudiantes privilegiados, creando en
el resto de ellos la «fobia a las matema-
ticas» tan bien descrita por Papert .
Debera realizarse con detalle un ana-
lisis serio de todos los sistemas matema-
ticos encontrados en el curriculo esco-
lar antes de disefiar un nuevo programa
de investigacion, un nuevo libro de tex-
to e incluso una nueva leccién o activi-
dad escolar en matemiticas. He aqui al-
gunas de las preguntas que se estan in-
vestigando en Colombia y que deberian
investigarse en otros lugares para hacer
que esta meta utdpica sea una realidad:

1. ¢Qué experiencia con sistemas
concretos, sean matematicos 0 protoma-
tematicos, poseen ya los ninos en su cul-
tura extraescolar?

2. ¢Cémo podemos delimitar estos
sistemas objeto culturalmente familiares
para establecer sus componentes, sus
procedimientos, sus relaciones?

3. ¢Qué palabras, imdgenes, simbo-
los, senales, gestos, ..., emplean los ni-
fios y los adultos para hablar de los com-
ponentes, los procedimientos y las rela-
ciones de estos sistemas objeto concre-
tos?

4. Qué transformaciones, acciones,
procedimientos u operadores que actian
sobre estos sistemas objeto constituyen
la materia prima para la construccion de
un nuevo sistema conceptual?

5. ¢Qué significa componer, o aplicar
sucesivamente, estos operadores a com-
ponentes objeto? ;Qué otras combina-
ciones u operaciones conceptuales pue-
den realizarse en los operadores que
ahora forman los componentes del nue-
vo sistema conceptual?

6. ¢Qué relaciones existen entre estos
operadores?

7. ¢Qué sistemas simbélicos se han
desarrollado en la cultura local, en la
cultura de la clase media dominante o en
la literatura matemdtica para representar
estos operadores, los procedimientos
sobre ellos y sus relaciones en el nuevo
sistema conceptual?

8. ¢Qué procedimientos se emplean
ara manipular y combinar estos simbo-
os en los correspondientes sistemas

simbélicos (algoritmos)?

9. ¢Qué reﬁxciones existen entre los
simbolos de cada sistema simbdlico y
entre los simbolos de diferentes sistemas
simbélicos desarrollados para el mismo
sistema conceptual?

10. ¢Colisionan las notaciones y los
algoritmos usuales en los libros de texto
con el manejo concreto, conceptual o
simbélico de los sistemas objeto, con-
ceptuales o simbdlicos culturalmente fa-
miliares?

Por tanto, sélo se emplean dos herra-
mientas conceptuales sencillas para ana-
lizar las totalidades matemaiucas. Po-
driamos pensar en ellas como dos pris-
mas triangulares que descomponen la
luz blanca de la totalidad matematica
que se analiza; el primer prisma mues-
tra tres niveles de sistemas: sistemas ob-
jeto concretos, sistemas conceptuales y
sistemas simbélicos; el segundl;(’) prisma
muestra tres tipos diferentes de entida-
des dentro de cada sistema: componen-
tes, procedimientos y relaciones. Cuan-
do la imagen global se extiende en deta-
lle y se comprende en su complejidad,
la investigacion educativa y el disefio de
curriculos en este aspecto determinado
de las matemiticas tendra un marco de
referencia definido en el que destacarin
la dependencia cultural directa de los
sistemas simbdlicos, la dependencia cul-
tural indirecta de los sistemas concep-
tuales y, por encima de todo, la depen-
dencia cultural determinante de los sis-
temas objeto concretos.
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Notas

! Citado con autorizacién. Vygotsky, L. S., Mind in Society. The Development of Higher Psychological
Processes. Harvard University Press, Cambridge, Londres, 1978, p. 84.

2 Véase, por ejemplo:

Begle, E. G.: Critical Variables in Mathematics Education: Findings from a Survey of the Empirical Li-
terature. MAA-NCTM, Washington, DC, 1989.

Fennema, E. (ed.), Mathematics Education Research: Implications for the *80s. NTCM-Reston, 1981.

Suppes, P. (ed.), The Impact of Research on Education. NAE, Washington, DC, 1978.

? Un primer borrador de la versién més general fue publicado por el equivalente colombiano de la NSF,
«COLCIENCIAS» en su revista Ciencia, 7$emologia y Desarrollo, Vol. 4, n.° 4 (octubre-diciembre 1980),
pp. 463-82, bajo el titulo: «Teoria de Sistemas y Metodologias Cientificas». Un informe mis completo fue
publicado por la Sede Central de la OAS en Washington, DC y el Ministerio de Educacién Colombiano:
Ministerio de Educacién Nacional, Oficina de Documentacién, CAN, Bogoti, DE Colombia.

* La version especial para el curriculo de matemiticas ha sido publicada por el Ministerio de Educacién
como un folleto para ensenantes de maestros en varias ediciones desde 1978. Fue presentado como ponen-
cia en la V Conferencia Internacional sobre Ensefanza de las Matemiticas celebrado en Campinas, Brasil,
en febrero de 1979. Esta ponencia fue publicada mis tarde en la revista de ensenantes de matematicas edi-
tada por la Universidad Nacional de Colombia, Notas de Matematicas, n.° 10 (1980), pp. 1-14. Su titulo es
«El concepto de Sistema como Clave del Curriculo de Matematicas».

* Como se ha afirmado antes, el poder de hacer que los agujeros sean visibles es el principal uso de la
teoria. El simple instrumento teérico de dividir sistemas como se dice me permitié ver lo incompleto de
la divisién usual tipo Bourbaki de las estructuras en tres «estructuras madre»: algebraica, ordinal y topo-
l6gica. En primer Exgar, Bourbaki confunde sistemas y estructuras; en segundo lugar, las estructuras alge-
braicas son aquellas en las que las Gnicas estructuras son las que se definen implicitamente por los proce-
dimientos; pero las estructuras ordinales y topolégicas son solo dos ejemplos —y no son los dnicos— de
estructuras en las que no se dan procedimientos explicitos. Deberian denominarse estructuras (puramente)
relacionales. Las estructuras ordinales sélo tienen relaciones de orden (binarias); las estructuras topoldgicas
s6lo tienen relaciones de vecindad (puede pensarse en las cercanias como relaciones unarias: V(x) se cumple
si V es un vecino abierto de x; 0 como relaciones binarias: V(x,y) se cumple si V es un vecino abierto tanto
de x como de y). Pero hay muchas otras estructuras relacionales no clastficables como algebraicas, ordina-
les o topoldgicas. Por ejemplo, un sistema de puntos con el intercalamiento y la colinealidad como rela-
ciones {ternarias); o un sistema de rectas con efparalelismo y la perpendicularidad como relaciones (bina-
rias). Son puramente relacionales, pero no son ni ordinales ni topofégicas. Esta laguna en el sistema de Bour-
baki era invisible sin la teoria.

¢ Se trata de un caso tipico del concepto dialectal de «Aufhebung»: superar, tanto en el sentido de ha-
cer que algo sea obsoleto como de recuperar lo mejor, el fondo, la esencia de ello. Los buenos ejemplos
de sistemas objeto son dificiles de determinar con precisién, porque se olvidan ficilmente cuando ya se ha
construido el sistema conceptual. Y se puede jurar que no habia nada mis profundo que los sistemas que
ahora parecen concretos, pasivos y naturales. Es esencial darse cuenta de que un sistema conceptual dado
puede aparecer como una construccién tnica por encima de una pluralidad de sistemas objeto en el nivel
arcaico.

7 Citado con autorizacién. Vygotsky, op. at., p. 89.

® Recientemente, se ha publicado en castellano un estudio preliminar de las conjunciones dependientes
del tiempo y de su empleo en el habla ordinaria en: Vasco, Carlos E., «Conectivas Secuenciales y la For-
malizacion del Lenguaje Ordinario». Matematica-Enserianza Universitaria (Bogoti), n.° 27 (junio de 1983),

. 12-23.
PPy Cardano, Girolamo: The Great Art or the Rules of Algebra. Traducido y editado por T. R. Witmer.
The MIT Press, Cambridge, MA, 1968. Véanse las pp. 9, 11 y 29.

2 Vygotsky, op.cit., p. 56.

""" Citado con autorizacion. Papert, Seymour. Mindstorms. Computers and Powerful Ideas. Basic Books.
Inc. Nueva York, NY, 1980, pp. 58 y 63.

12 Tbid., p. 63.

'3 Véase Begle, E. G.: Critical Variables in Mathematics Education: Findings{rom a Survey of the Em-
ﬁirical Literature. Mathematical Association of America National Council of Teachers of Mathematics. Was-

ington, DC, 1979. Begle murié en 1978 a la edad de 63 afios. En la introducci6n a su libro (pp. 1-3) es-
tudia la nocién basica (Fe sistema matematico. Pero reduce los sistemas matematicos a nuestro nivel super-
ficial: los sistemas simbélicos.

'* Papert, op. at., Capitulo II: «Mathophobia: The Fear of Learning» pp. 38-54.
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El aprendizaje de las matematicas elementales

como proceso condicionado por la cultura.
C. Vasco.
CLE&E, 1990, 6, pp. 5-25

Datos sobre el autor: Carlos Vasco es profesor de Matemticas en la Universidad Na-
cional de Colombia. Ha publicado numerosos trabajos sobre ensefianza de la logica y
de la ciencia y una serie de libros sobre la aplicacién de la teoria general de sistemas
al cambio educativo.

Articulo original: «Mathematics as a culturally conditioned process». Este articulo
forma parte de una compilacién de trabajos realizada por M. I. White y S. Pollak so-
bre los aspectos culturales que inciden en el proceso de ensenanza-aprendizaje en el
marco del Proyecto Potencial Humano. Fue publicado en inglés por Routledge & Ke-
gan Paul y su versién en castellano ha aparecido en Visor en 1990 bajo el titulo La
transicién cultural. A ambos editores agradecemos su autorizacion para publicarlo en

CLE&E. Traduccién de Genis Sinchez.

© de todos los articulos. Deberi solicitarse por escrito autorizacion de CL&E y de
los autores para el uso en forma de facsimil, fotocopia o cualquier otro medio de re-
produccién impresa. CL&E se reserva el derecho de interponer acciones legales nece-
sarias en aquellos casos en que se contravenga la ley de derechos de autor.
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FE DE ERRORES

® En la ficha final (pig. 87) del articulo titulado «Sobre la didictica del
texto expositivo» que aparecié en el nimero 3-4 de CL&E, aparece un dato

incorrecto: la direccién de la Conselleria de Cultura es Avda. de Campanar
32 y no 124. : :

® En el nimero 3-4 de CL&E aparece un articulo de Antonio Bautista
«El uso de los medios desde los modelos del curriculum» (pig. 39) en el que
se omitié involuntariamente un esquema al que se hace referencia en el texto
(pag- 41). Este esquema era el siguiente:

——'7 SISTEMAS DE REPRESENTACION i—

SISTEMAS DE
REPRESENTACION
ANALOGICOS .
RAZONAMIENTO
CON
REPRESENTACION
RAZONAMIENTO EN PARALELA
PROFUNDIDAD —_—
+COMPRENSION
+SIGNIFICADO
SISTEMAS DE

REPRESENTACION
PROPOSICIONAL

® En el nimero 5 de CL&E aparece una resefia en la cual hay dos erro-
res: el titulo que aparece del libro es el de la versién chilena. La versién que
ha aparecido en Espania (Madrid: Visor, 1990) lleva por titulo: La ensefzanza
de la escritura. Bases tedricas y practicas (Manual).

Por otro lado, la resena fue realizada por Helena Huerta, a quien pedi-
mos disculpas por la omisién.




